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本 书 是 为 较 系 统 地 学 过 一 遍 数 学 分 析 的 人 而 编写 的 ,可 供 本 科 数 学 专业 和 理 
工科 各 专业 高 年 级 学 生 考 研 复习 及 青年 教师 授课 选 题 参考 之 用 。 本 书 在 编排 顺序 
上 不 同 于 通常 教材 那样 按部就班 ,我 们 将 具有 相同 理论 背景 的 知识 点 或 者 性 质 结 
论 可 以 相互 比照 的 知识 点 放 在 一 起 ,以 达到 综合 应 用 的 目的 。 

本 书 采用 两 种 方式 开展 所 谓 的 “数学 分 析 选 讲 ”, 一 是 列举 数学 分 析 重 要 定理 
和 经 典 例题 的 多 种 证 法 ,从 中 体会 多 角度 思考 数学 问题 的 发 散 思 维 方 法 , 据 此 深刻 
理解 问题 的 内 涵 本 质 , 即 一 题 多 解 问题 ;二 是 着 眼 于 数学 分 析 某 些 重要 概念 和 结 
论 , 开 展 集 中 应 用 训练 ,从 而 总 结 这 些 重 要 概念 和 结论 的 应 用 思想 和 应 用 技巧 , 即 
一 解 多 题 问 题 。 这 两 种 方式 的 日 的 是 使 读者 进一步 熟悉 数学 分 析 的 知识 点 ,并 对 
基本 的 概念 ,定理 加 以 灵活 应 用 ,同时 我 们 想 通 过 这 样 的 方式 培养 读者 的 解 题 兴 
趣 , 丰 富 读者 的 解 题 技巧 。 

为 了 实现 上 述 目 的 ,作者 结合 多 年 教学 的 积累 ,同时 参考 近 几 年 出 版 的 数学 分 
析 类 的 教材 及 教 辅 ,历时 五 年 ,终于 使 本 书 以 读者 即将 看 到 的 模样 付 梓 印刷 ,欣慰 
之 余 , 也 有 必要 说 明 几 点 。 

第 一 ,一 题 多 解 的 产生 及 作用 。 对 于 一 道 较为 具体 的 例子 ,通常 是 命题 者 在 从 
事 教 学 或 研究 时 思考 总 结 演算 的 结果 ,有 其 自己 的 考察 目的 。 一 种 解法 只 要 把 它 
解决 了 就 可 以 ,通常 不 必 追 求 另外 的 解法 ,否则 会 有 过 分 演绎 的 嫌疑 。 而 一 题 多 解 
的 产生 则 是 众多 解 题 者 在 解 题 过 程 中 ,依据 自身 的 知识 背景 和 数学 习惯 ,甚至 是 
“灵光 一 内 ”从 不 同 的 数学 视角 审视 同一 数学 问题 的 结果 。 适 当 的 一 题 多 解 ,能 够 
使 知识 点 相互 支撑 相互 印证 ,起 到 融会 贯通 的 作用 。 本 书 所 呈现 的 一 题 多 解 题目 ， 
很 大 程度 上 旨 在 总 结 所 给 类 型 题 的 解 题 方法 ,从 而 省 却 了 对 某 类 型 题解 题 方法 的 
文字 性 概括 ,同时 一 题 多 解 题目 还 兼 具 了 开拓 思路 ,体现 数学 分 析 严 谨 性 .系统 性 
的 作用 。 

第 二 ,如 何 看 待 一 解 多 题 。 在 本 书 中 我 们 经 常会 玮 绕 某 一 重要 定理 来 列举 它 
的 应 用 ,例如 本 书 对 区 间 套 定理 、 柯 西 收敛 准则 ,微分 中 值 定理 等 ,我 们 都 作 了 针对 
性 的 习题 演练 。 这 些 结论 在 数学 分 析 中 人 处 于 地 基 和 框架 的 作用 ,数学 分 析 这 座 大 
厦 建 设 质量 的 优 劣 ,就 取决 于 这 些 地 基 和 框架 的 强度 。 当 我 们 在 框架 之 间 再 搭建 
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起 一 个 个 房间 , 按 章节 讨论 不 同 的 课题 时 ,这 些 结论 将 成 为 有 力 的 工具 ,支撑 起 数 
学 分 析 这 座 宏伟 的 建筑 。 

第 三 ,关于 题目 和 解法 的 选材 。 本 书 题目 的 选取 有 如 下 比例 :是 编 题 目 大 概 占 
到 20% ,80% 的 题目 选 自 于 所 参考 的 教 辅 或 教材 。 本 书 一 题 多 解 的 题目 ,30% 的 
解法 为 作者 给 出 ,70% 为 作者 收集 整理 。 一 解 多 题 是 作者 对 数学 分 析 典 型 问题 的 
总 结 和 梳理 。 此 外 ,我 们 适量 地 配备 了 思考 题 及 答案 , 供 读者 参考 习作 。 

本 书 第 1 章 、 第 3 章 的 前 两 节 及 附录 内 容 由 佳木斯 大 学 理学 院 黄 金 莹 编写 ,第 
2 章 全 部 和 第 3 章 的 后 两 节 内 容 由 哈尔滨 职业 技术 学 院 谢 蜂 编写 ,第 4 章 和 思考 
题 答案 由 佳木斯 大 学 理学 院 赵 宇 、 董 庆 超 共同 编写 , 赵 宇和 董 庆 超 还 分 别 负责 了 打 
印 和 校对 工作 。 哈 尔 滨 师范 大 学 数学 科学 学 院 院 长 宋 文教 授 通 篇 审阅 本 书 , 并 提 
出 许多 宝贵 意见 ,在 此 特 向 老师 表示 衷心 的 感谢 。 此 外 ,西安 交通 大 学 出 版 社 田 华 
编辑 对 本 书 的 出 版 给 予 极 大 帮助 , 特 致谢 意 。 


黄金 莹 
于 佳木斯 大 学 理学 院 
2014 年 1 月 1 日 


前 言 
第 1 章 函数 极限 与 连续 


1.1 ， 箭 算 与 振 央 ones 
1. .1 和 确 勇 入 普及 司 质 asia 


1.1.2 函数 振幅 ……… 
思考 题 1. 1 
1.2 实数 完备 性 … 
1.2.1 实数 完备 性 定理 的 基本 内 容 … 
1.2.2 区 间 套 定理 的 应 用 
1.2.3 单调 有 界定 理 的 应 用 
思考 题 1. 2 
1.3 数列 极限 与 一 元 函数 极限 
1.3.1 数列 极限 
1.3.2 函数 极限 ，…… 
思考 题 1.3 .py 
1.4 一 元 连续 函数 概念 
1.4.1 函数 连续 性 的 应 
1.4.2 Re 
思考 题 1.4 . 
闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 
.5.1 介 值 性 定理 … 


9 
I i er ys 


1.6 多 元 函数 极限 与 连续 


1. 6.1 坐标 平面 R: 中 的 序列 极限 的 概念 ee 
6 多 几 元 国 数 极限 wisi dnl i 


1.6.3 多 元 连续 函数 
思考 题 1.6 ， 


2.1.1 数 项 级 数 的 伍 散 性 PN 
(61) 
2.2 丽 数 项 级 数 与 含 参 量 无 穷 积 分 的 一 致 收 伍 性 pp 
2.2.1 函数 项 级 数 的 一 致 收 伍 性 Ne 
2.2.2 含 参 量 无 穷 积分 的 一 致 收 化 性 ee 
‘ ose er: (73) 

2.3 丽 数 项 级 数 及 含 参 量 无 穷 积 分 的 分 析 性 质 PR 
sis saiee eds end . (745 
所 
(80) 
* (81) 


2.1 数 项 级 数 与 无 穷 积 分 的 化 散 性 …… 


2.1.2 无 穷 积分 的 伍 散 性 
思考 题 2. ] .9 


思考 题 2. 2 …………， 


3. 潜入 内 
2.3.2 可 微 性 .可 积 | 
考题 2.3 ， 


2.4 震级 数 vidi NT TE A 
2.4.1 和 客 级 数 收 化 半径 及 收 伍 域 
(83) 

2.4.3 函数 守 级 数 展开 pe 
“” 《9] ) 
第 3 童 范 数 的 可 微 性 msn 
3.1 微分 中 值 定理 ee 
.1.1 微分 中 值 定 理 的 基本 内 容 ee 
* (94) 
* C97) 
(102) 
" (104) 
Ba A ve vt OS 

3,2.1 导数 概念 的 应 用 eee 
2 het oa I 


2.4.2 徊 级 数 求 和 ivioom veini 


思考 题 2.4 ， 


.1.2 Rolle 定理 … 

.1.3 Lagrange 中 值 定理 : 人 
.1.4 Cauchy 中 值 定理 与 Taylor 公式 ， 
思考 题 3. 1 ， : : 

3.2 与 导数 有 关 的 极限 问题 … 


co CD Co2 


思考 题 3. ia 
3. 3 二 歼 时 革 油 检 与 本 证 ~ 
3.3.1 函数 的 单调 性 … 


3.3.2 函数 的 凸 性 … 
考题 3. 3 


3.4 多 元 函数 的 可 微 性 … ee 


(55) 


(55) 


(63) 


(65) 


(69) 


(74) 


(82) 


(89) 


(92) 


- (92 


(92) 


(105) 
(107) 


= 《111) 
“EI2Y 
"(112) 
《119) 
1 
“ (E209 


3.4.1 多 元 函数 的 可 微 性 、 偏 导数 存在 性 .连续 性 的 关系 pp 
a Se vt eer CON 
3, 4,3 隐 函 数 ( 组 ) 微 分 法 … PT 环 天 二 全 训 拓 所 人 定夺 -南国 同 9 二 二 项 症 汪 二 便于 本 


3.4.2 复合 函数 微分 法 … 


思考 题 3. 4 


第 4 章 函数 的 可 积 性 


4.1.2 lh 


思考 是 4. 1 

4.2 积分 不 等 式 与 积分 等 式 … 
pt 
a A 


4.3 ”二 重 积 分 与 三 重 积分 … 
4.3.1 二 重 积分 的 计算 … 

4. 3.2 ”三重 积分 的 计算 … 
思考 题 4. 3 . a 
4.4 有 曲线 积 


4.4.1 曲线 积分 的 基本 方法 … 


4.4.2 Green 公式 与 曲线 积分 … 
tb ee ， 


.1 第 一 型 曲面 积分 


5 
5 
思考 题 4. 5 


附录 ] ”Stolz 定理 与 L hospital 法 则 ee 


(120) 


(127) 


4.1 不 定 积 分 与 定 积分 的 计算 
A 
a en ea a sd aa wa Ta2Y 
“wm CLA) 
上 "(143) 
2 a ne ore uC AY 
4. SG . (151) 
" (152) 
“0 (153) 
" 《159) 
"(163) 
(164) 
* (166) 
. (168) 
"177 
， 《178) 
Bo eo 0 e000 rr sor 0 or oes (179) 

.5.2 第 二 型 曲面 积分 


(131) 
(131) 


(139) 


(149) 


(181) 


(185) 


* (190) 


(195) 


第 1 章 函数 极限 与 连续 


数学 分 析 的 任务 是 研究 水 数 的 分 析 性 质 一 一 连续 性 .可 微 性 .可 积 性 ,这 三 种 
性 质 的 刻 划 必须 借助 于 极限 (其 至 函数 自身 的 表示 也 要 借助 于 极限 ), 因 此 极限 作 
为 数学 分 析 的 研究 工具 贯穿 始终 . 本 章 涵盖 的 内 容 包 括 实数 的 完备 性 、 数 列 极限 、 
函数 极限 ,函数 的 连续 性 与 一 致 连续 性 . 


1.1 确 界 与 振幅 


本 节 综 合 给 出 确 界 的 性 质 . 首先 ,介绍 有 关上 (下 ) 确 界 的 验证 方法 ,然后 介绍 
了 与 确 界 密切 相关 的 一 个 概念 一 一 函数 据 幅 , 它 在 刻 划 也 数 连续 性 与 可 积 性 方面 
有 着 很 好 的 应 用 . 


1.1.1 确 界 概念 及 性 质 


定义 1.1.1 设 S 是 R 的 一 个 数 集 , 若 数 7 满足 : 

(1) 对 VzES, 有 zw(i) 对 Ye 之 0,3zxo ES, 使 得 z 盖 7 一 6， 
则 称 数 7 为 数 集 S 的 上 确 界 , 记 作 supS = 7 

对 于 (ii ) 还 可 以 有 另外 两 种 等 价 叙 述 , 即 

Ci 对 Ya<7 3zES, 使 得 z >>as 

Ciis) 对 S 的 任何 上 界 M ,都 有 7 去 M. 

若 数 满足 : 

(i) 对 VzES, 有 xz 全 扣 (Cii) 对 Ve>>0,jxoE3S, 使 得 ze 雪上 十 e， 
则 称 数 为 数 集 S 的 下 确 界 , 记 作 infS = &. 

确 界定 理 : 非 空 有 上 (下 ) 界 数 集 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 . 

确 界 性 质 由 下 面 例 1.1. 1 给 出 . 

例 1.1.1 设 A,B 均 为 非 空 有 界 数 集 ,a,c 为 常数 ,定义 : 
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A =—A={—zrlzE€EA}cA= {xlrEeEA};AB= {ry|rE€E A,y€ B}; 
0 
求证 :(1) 车 A CB, 则 infB < infA < supA < supB; 
(2) 车 对 VxE€E A,VyE€B, 有 zy, 则 supA < in{B; 
若 对 V7zEA4A,jyEEB, 有 过》 则 supA 过 
若 对 VyEB,3jzEA4A, 有 zz 去 y 则 inf4a 过 infB; 
(3) supA U B= maxlsupA,supB} ,in{A U B= min(lin{A ,in{B}; 
max{in{fA,in{fB} < inftA NM BsupA NM Bmin{supA,supB)}; 
(4) infA =— supA ,supA =— infA; 


supB; 


(5) 若 c 宇 0, 则 infcA = cinfA,supcA = csupA; 
车 c 达 0, 则 infcA = csupA,supcA = cinfA; 

(06) 设 a ER, 则 inf(a 十 A) = 二 a 二 infA,sup(a 十 A) = a supAh; 

(7) inf(A+B) = inftA++infB,sup(A+ B) = supA + supB:; 

(8) 若 A,B 中 数 均 非 负 , 则 infAB = infA 。 in{fB,supAB = supA ，supB. 

证 明 ” 仅 以 (7)(8) 为 例 , 对 于 (7)sup(A 十 B) = supA 十 supB 我 们 可 以 考虑 
以 下 三 种 方法 . 

证 法 一 ”要 证 sup(A 十 B) = supA 十 supB, 即 证 supA 十 supB 是 A 十 B 的 上 
确 界 . 

(ij)vrE A,VyE€B, 有 x 过 supA,y 牵 supB, 从 而 zz 十 y 过 supA 十 supB. 


(上 首 ) 对 Ve 二 0,jxoE€EA,jIjy,E€ B, 使 得 zo > supA 一 也 ,yo 之 supB 一 六 


从 而 3 十 ys EE A+B, 使 得 zx 十 yo 二 supA 十 supB 一 es， 
故 sup(A 十 B) = supA 十 supB. 
证 法 二 (i) 同上 
( 诈 ) 设 Ya 过 supA 十 supB,( 这 里 的 a 相当 于 证 法 一 中 的 supA 十 supB 一 se)， 


o = supA — SLPA TT supB —e < supA， 
二 lib = hE 2 upB 


从 而 jxo € A， 3 yo S B, 使 得 To Qa yo 全 Qa ,从 而 To 十 yo > gl 二 = 
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故 sup(A 十 B) = supA 十 supB. 
证 法 三 ”要 证 sup(A 十 B) == supAh 十 supB, 即 证 
(1)sup(A++B) < supAT supB 有 上 且 (2)sup(A 十 B) 二 supA + supB. 

事实 上 

(VEA4A,VyEB, 有 zz 二 sup4A,y 过 supB, 从 而 zx 十 y 过 supA 十 supB， 
即 supA 十 supB 是 A 十 B 的 一 个 上 界 , 故 sup(A 十 B) 过 supA 十 supB， 

(2)VyE€B, 有 y 十 A 性 A 二 B, 根 据 结论 (1) 得 ,sup(y 十 A) 过 sup(A 十 B). 
又 根据 结论 (6) 得 ,y 十 supA 二 sup(y 十 A), 故 VyE€B,y 二 supA 过 sup(A 十 B)， 

妈 sup(A 十 B) 是 B 十 supA 的 一 个 上 界 , 于 是 sup(B 十 supA) 过 sup(A 十 B)， 

又 sup(B 十 supA) = supA 十 supB, 于 是 sup(A 十 B) 三 sup4A 十 supB. 

对 于 (8)infAB = infA .infB 也 可 以 类 似 考虑 ， 

证 法 一 要 证 infAB = infA .infB, 即 证 infA .infB 是 AB 的 下 确 界 . 

(jyVzEA,VyEB 有 zinfd 将 0,y 记 in 扫 涯 0, 从 而 zy 六 infAinfB， 


2 所 1 | VCinfA 十 inf5) 十 4 
(Ci 对 Veso, 记 站 二 (infA + infB) A de 


则 e 二 0, 且 3xoE€ A,3y EB, 使 得 zo 过 infA 十 e ,yo 过 infB 十 e ,从 而 ， 

3xzoyo E AB ,使 得 zy < (infA 二 e)(infB+e’) = infAinfB+e. 
故 infAB = infA 。in{B. 

证 法 二 要 证 infAB = infA .infB8, 即 证 

(1)infAB 三 infA， in{fB HL.(2)in{AB < infA ， infB. 

事实 上 

(DIVzEAVyEB 有 > 二 infAy 二 infB, 从 而 xy 二 infAinfB， 
即 infAinfB 是 AB 的 一 个 下 界 , 故 infAB 之 infA .infB. 

(2)Vy EB, 有 yA 性 AB ,根据 结论 (1) 得 ,infyA 宇 infAB ;又 根据 结论 (5) 
得 ,infyA = yinfA, 故 Vy € B,yinfA 二 inf4AB， 

即 infAB 是 集 BinfA 的 一 个 下 界 , 故 infAB 之 inf(CBinfA) ,又 inf(BinfA) 一 
infAinfB, 故 infAB 过 infA 。infB. 

例 1. 1. 1 中 其 它 关 于 确 界 等 式 的 题目 可 适当 选择 上 述 三 种 方法 之 一 ,特别 是 
方法 三 ,将 等 式 转 化 为 两 个 关于 确 界 的 不 等 式 , 而 关于 确 界 不 等 式 的 题目 则 只 需 注 
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意 将 题目 变形 为 “supS 之 yw( 这 只 需 让 w 是 集 S 的 一 个 上 界 ) 或 "infS 宇 "(这 只 需 
证 & 是 集 S 的 一 个 下 界 ). 

例如 :要 证 明 infcA = cinf4 ,其 中 全 0. 

不 妨 设 c 二 0, 要 证 infcA = cin{fA, 即 证 (1)infcA 和 cinf4A 有 目 (2)infcA 二 cinfA. 
对 于 (2)infcA > cinf4A ,相当 于 证 cinfA 是 cA 的 一 个 下 界 . 


对 于 (1)infcA 和 受 cinfA ,向 “infS 入 形式 转化 ,就 是 infA 宇 一 infcA ,相当 于 证 
二 infcA 是 A 的 一 个 下 界 . 


1.1.2 本数 振幅 
定义 1.1.2 没 函 数 f(z) 在 数 集 A 有 定义 ,w(f,A) = ,Sup, | f(z) — fy) | 


称 为 函数 f(zx) 在 数 集 A 的 振幅 . 

特别 地 ,了 (zx) 二 z 在 数 集 A 的 振幅 dCA) 一 ,suB |x 一 y| ,又 称 为 数 集 A 的 
直径 . 

f(x) 在 数 集 A 的 振幅 就 是 函数 f(zx) 在 数 集 A 上 的 值 域 f(A) 的 直径 . 

在 几何 上 , 琐 数 f(x) 在 数 集 A 的 振幅 可 以 这 样 理 解 :函数 图 像 在 纵 坐 标 方向 
上 下 震荡 的 幅度 或 者 是 数 集 f(A) 中 任意 两 点 的 最 远 距 离 ( 当 然 未 必 可 达 , 例 如 有 
限 的 开 区 间 (a,6) 与 闭 区 间 [La.,bj 的 直径 都 是 5 一 a, 但 前 者 是 找 不 到 这 样 两 个 点 使 
得 其 距离 为 6 一 a 的 ). 

数 集 A 有 界 当 且 仅 当 数 集 A 的 直径 d < 十 =c; 

f(x) 在 数 集 A 有 界 当 上 且 仅 当 w(f,A) 一 十 cc. (请 读者 自 证 一 下 1) 

例 1.1.2 设 函数 jz) 在 数 集 A 有 界 , 则 f(x) 在 数 集 4 的 振幅 的 等 价 形式 
为 otf,A) = sup{ACz) 一 inf {f(z)). 


证 明 ”首先 证 明 ,suP ,| f(z) — f(y)|= vsup, {f(z) 一 f(y)}. 


令 B= {|fC(2) 一 fowl|Vry EA C= {f(z)— f(y | Yr,y € A}. 


fx) — fy flr) 2 f(y) 
Veye An n= | fA flr Fe) 
ly — Frjnt le) < FY) 


进而 由 例 1. 1. 1(1) 知 ,supB 二 supC. 


上 故 BCC,， 
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又 VYzryEA4A,Fz) 一 yy) 委 |FGz) 一 ro)|, 由 例 1.1.1(2) 知 ,sup 三 supC， 
从 而 sup | FGz) 一 Gy)|= sup {f(x) — f(y))}. 
YzrvyE 从 Yrivea 
其 次 证 明 sup {f(zx) 二 f(y)} = sup {f(z)}— inf {f(x)}. 
YryEA V2zEA VrEA 
由 例 1.1.1(4)、(7) 知 ， 
sup {fx)— f(y)} = sup (FFGz) 十 [一 jy)]) 
YryEA YrvEA 


| 


sup {f(x)} + sup {— f(z)} 
Yr€EA YrEA 
= sup{f(zx)}— inf {f(z)}. 
YeaA YrEA 
或 证 ;Yrx,y € A, 有 f(x) 过 Sup {f(z)} 与 一 所 人 过 一 inf (AZ) } ,进而 
fr WE 《让 一 laf (F(x. 
YE 人 VzEA 
VE 盖 0， zo 所 A,y, [本 A ,使 得 
fro) > sup {f(z)})— EE,fly) < inf {f(x)} + £, 
VreA 2 VrEA 2 
进而 f(zw) 一 了 (3) 和 污 Sup {f(x)} vinf {f(z)) 一 s, 由 确 界 定义 知 ， 
sup { xz) 一 yy)) = sup{f(xr)}— inf {FCz))， 
Vr.vEA vrEeA YEA 
下 面 的 例 1. 1.3、 例 1.1.4 作为 振幅 概念 的 应 用 ,利用 振幅 分 别 刻 划 函数 在 一 
点 处 的 极限 .连续 以 及 在 闭 区 间 的 一 致 连续 . 
例 1.1.3 (1) limf(x) 存在 当 且 仅 当 limw(f,U(a,6)) = 0 


->»0 


(2) f(x) 在 a 连续 当 且 仅 当 limw(f,U(a,6)) = 0. 


Sr*0 


证 明 (1) 必要 性 
因 limf (zx) 存在 ,由 Cauchy( 柯 西 ) 收敛 准 则 知 ， 


Ve>0,36(e) >0,Vr'y EU(a,d(e)), 有 |f(x)— f(y) | e, 
进而 Ve>0,36() >0,o(Cf,U(a,6(e))) <e, 
而 对 于 Y6:0 二 6 二 6(e), 有 Ula,6) CUCa,6(e))， 
进一步 就 有 wf Ua0)) Swlf Ua,6(e))) <e, 
即 limw(f,U(a,6)) = 0. 


Be0 
因 limw(f,U(a,6)) = 0, 故 


6-*0° 
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Ve>0,36(e) >0, 对 V6:0 二 6 过 6(e), 有 w(f,U(4a,0)) 一 e， 
从 而 Vx,sy EU(a,6), 有 |f(z) 一 f(y) | 过 ,Sup ,|f(z) — f(y)|<e, 
由 Cauchy 收敛 准则 知 ,limf (zx) 存在 . 
(2) 只 需 将 结论 (1) 证 明 过 程 中 的 空心 邻 域 改 为 实心 邻 域 即 可 . 
例 1.1.4 式 数 f(x) 在 [a,b] 上 一 臻 连续 充 要 条 件 是 对 Ye 0,36 记 > 0, 对 
任意 的 分 法 工 ; 
d= rr ,= b, 
当 A(T) 二 6 时 ,对 Yk 二 1.2, ,n, 有 wi 二. 
其 中 A(T) = max (x 一 Ze wr = wf ,Lz ,zl) 
= ,Shp 17 一 六) 1. 
因 消 数 f(zx) 在 La,6bj 一 致 连续 ,根据 定义 就 有 
Ve>0,36>0,YVzy € [ab]J,|z—y|<6, 有 |f(x)— f(y)|<e. 
于 是 对 任意 的 分 法 荆 : 
d=70 人 Arr = hb, 
当 4(T) 二 6 时 ,对 Vk 二 1,2,…,n, 有 
wi = wf, Li rtd} = spp F(z) — f(y|=M—m<e, 


zyE [LA 


其 中 Mi 为 f(z) 在 [xs1,z4j 的 最 大 值 ,mi 为 f(x) 在 Lzeivzo] 的 最 小 值 . 
充分 性 
已 知 对 Ye>>0,38>0, 对 任意 的 分 法 T:ACT) 二 6, Vk 二 1,2,…,n, 有 wi 一 


任 皮 zyE [a;y 四 , 且 |x 一 y| 二 6, 总 存在 以 所 取 的 zx,y 为 分 点 的 分 法 工 , 且 
X(T) 二 6, 进 而 Yk = 二 1,2,…,n, 有 wi 二, 进一步 就 有 |f(x) 一 f(y)| 二 e, 即 
f(z) 在 La,o] 一致 连续 . 

例 1.1.4 被 称 为 振幅 一 致 小 定理 ,利用 它 并 结合 可 积 准 则 可 以 获得 连续 函数 
可 积 性 . 

例 1.1.5 若 函 数 f(z) 在 La,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a, 妇 可 积 . 

证 明 因 函 数 f(x) 在 La,O 连续 ,从 而 函数 f(x) 在 [a,b] 一 致 连续 ， 
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根据 例 1. 1.4 知 ， 
对 Ve > 0, 6 0, 对 任意 的 分 法 T:A(T) 二 6, Vk 二 1,2,…,n, 有 ww. 二 e. 


内 


于 是 ,Ye 二 0,36>0, 对 任意 的 分 法 T:1(T) 过 6, >)wAr <se>yAr 一 EC 一 


太一 ] k=1 


0) , 即 lim wrAx, 一 0, 由 可 积 准 则 知 f(x) 在 [a, 们 可 积 . 


思考 题 1.1 


1. 设 函数 f(r),g(z) 在 数 集 A 有 界 , 即 3M,Ny>0, 对 VzEA, 有 | f(z) 过 
M, | g(x) | 过 NNN, 证 明 : 
wC 丰 士 g&g,4) 委 ww 人 CFA) 十 oCgA); 
wlfg,A) < Nol(f,A) + Mo(g,A). 
2. 设 fg 为 D 上 有 界 晴 数 ,证 明 :inff (zx) 十 infg(z) < inf{f(z) 二 g(x)) 之 


~ 


inff (zx) supg (xz) < sup{ f(x) + gr)} < supf (xz) supg (x) 
reED ED ED reED ED 


1.2 实数 完备 性 


本 节 围绕 实数 完备 性 定理 展开 讨论 ,除了 回顾 实数 完备 性 定理 的 基本 内 容 之 
外 ,我 们 还 强化 了 区 间 套 定理 ,单调 有 界定 理 的 应 用 ,特别 是 用 区 间 套 定理 将 数学 
中 的 三 个 重要 常数 e、c( 欧 拉 常 数 ) ,六 套 ” 了 出 来 . 


1.2.1 实数 完备 性 定理 的 基本 内 容 


实数 完备 性 定理 包括 七 个 等 价 命 题 。 

(1) 确 界定 理 : 非 空 有 上 (下 ) 界 数 集 必 有 唯一 的 上 (下 ) 确 界 (实数 集 R 及 有 的 
子 集 简称 为 数 集 ). 

(2) 单调 有 界定 理 :单调 增加 有 上 界 ( 或 单调 减少 有 下 界 ) 的 数列 必 收 敛 . 

(3)Cauchy 收敛 准则 ; 

lima, 存在 全 Ye>0,3NENy2>NVDE NE, 有 la 一 ar 一 te 

(4) 区 间 套 定理 : 闭 区 间 列 ([a, ,6,j} 满足 条 件 : 

[ab EO [as bdn=1,2, ,Wa Sa 
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bs 过 
以 及 lim(b, 一 a,) 三 0, 则 称 {[a, ,b,j) 是 一 个 闭 区 间 套 ,此 时 必 存 在 唯一 的 &€ [a,， 
bjn = 1,2,., 

(5) 有 限 覆 盖 定理 : 

设 太 为 闭 区 间 [La,6bj 的 一 个 无 限 开 覆 盖 , 则 吾 中 必 有 有 限 多 个 开 区 间 和 覆盖 [a， 
bj. 

(6) 聚 点 定理 :有 界 无 限 数 集 至 少 有 一 个 聚 点 ， 

(7) 致密 性 定理 :有 界 点 列 必 有 收敛 子 列 . 

例 1.2.1 用 其 它 实数 完 备 性 定理 证 明 单 调 有 界定 理 : 若 {z,} 单调 增加 有 上 
界 , 则 {x,) 收敛. 

证 法 一 (用 区 间 套 定理 ) 


没 {x,} C [ab], 对 [a 二 等 分 得 [a ,4 人,[4 5 Li 


车 [和 3, 们 含 1z,} 中 的 项 , 则 记 [和 专人 = [e161], 否 则 记 [a, 2 二 2] 一 


[Lai ,bi ]. 


对 [a ,6] 实施 同样 的 步骤 , 优先 记 [ 全 地 业 ,61] 二 [assby], 否则 记 [a， 


a = [Las ,bs ]. 


如 此 下 去 ,得 到 闭 区 间 套 {La, ,b,j]), 且 由 数列 {x,} 的 单调 性 可 得 如 下 性 质 : 

Vn € N;,La,,b,j 中 会 有 数列 {x,} 的 几乎 所 有 项 . 由 闭 区 间 套 定理 知 ,存在 
唯一 一 点 € [at 二 1 2, 且 lima = limb, 一， 

于 是 ,Ye>0,3NENi, yn>N, 有 Lao]jCU(as), 从 而 UGaye) 含 有 数 
列 {x,} 的 几乎 所 有 项 , 即 jimz， 一 必 

证 法 二 (用 确 界 定理 ) 

单调 增加 有 上 界 数列 {z,} 构成 非 空 有 界 数 集 , 仍 用 {zx,} 表示 该 数 集 ( 相 同 项 
为 一 个 元 素 ). 由 确 界定 理 知 ,sup{x,} 存在 , 设 sup{z,}) = 
由 上 确 界 定义 知 ， Vse 二 0,3NE N; ,使 得 cc 一 e 二 广 n， 
于 起 3 对 Yn>N, 有 cc 一 ae 之 xw 过 Xx, 靳 c 之 cc 二 ge， 
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Bh limz, = 

证 法 三 (用 有 限 覆 盖 定 理 ) 

( 反 证 法 ) 假设 {zx,) 不 存在 极限 , 则 对 于 包含 {x,) 的 财 区 间 [Le,o 中 的 任意 一 
点 都 不 会 是 {x,) 的 极限 , 即 U(z,e,) 之 外 含有 数列 {x,) 的 无 限 多 项 ,再 由 数列 的 
单调 性 可 知 {x,) 的 几乎 所 有 项 在 U(z,e,) 之 外 , 邻 域 U(x,e,) 之 内 只 能 含有 数列 
{7,} 的 有 限 多 项 . 构造 开 邻 域 族 

G 二 {U(xz,e:)| Vz ELa,bl,U(z,es) 只 含 数列 {x,} 的 有 限 多 项 }， 
G 获 盖 闭 区 间 [La,4bj, 由 有 限 覆 盖 定 理 知 ,G 中 存在 有 限 多 个 开 邻 域 也 覆盖 [a,6]， 
从 而 (zx) 也 被 这 有 限 多 个 开 邻 域 覆 盖 , 这 与 1z,) 只 有 有 限 多 项 矛盾 . 

证 法 四 (用 聚 点 定理 ) 

如 果 数 列 {x,) 中 有 无 限 多 相同 的 项 , 则 由 {zx,} 的 单调 性 知 ,{x,}) 可 视 作 常数 
列 , 此 时 必 存 在 极限 . 

如 果 数 列 {z,} 中 只 有 有 限 多 项 相同 , 则 {zx,) 可 视 作 有 界 无 限 点 集 , 由 聚 点 定 
理 知 ,{x,} 至 少 存在 一 个 聚 点 c. 由 聚 点 定义 知 , Ve 0,U(c,e) 中 含有 {x,) 的 无 
限 多 项 ,从 而 含有 {x,) 的 几乎 所 有 项 , 即 limzx， = 

证 法 五 (用 Cauchy 收敛 准则 ) 

( 反 证 法 ) 假设 {zx,} 不 存在 极限 ,由 Cauchy 收敛 准则 的 否定 叙述 知 ， 

de >>0,Vn€E Ni,IJN,M>>n(N>>M), 有 |zxy 一 rw | 之 eo1 或 IN 这 江 m 
十 :&0.。 

构造 子 列 :对 于 7 一 1, NM >>1CON >MD), 有 xz 过 mw 十 eol 

对 于 7= 王 Ni, 了 NM: >>N(CN >>M), 有 ZN 之 TM, 十 eo 之 ZN 十 6o 之 Mi 


对 于 和 和 1， 号 N. ,AT 村 人 1CN: > M), 有 TN, > Ty 
之 Im 二 keo; 


一 50 p> TN, 十 Eo 


天 } 


由 此 得 到 子 列 {zn, }, 且 Tn, 之 T™ 十 keo ,从 而 limzN 一 十 co， 这 与 {x,} 有 
界 矛 盾 . 
注 ” (1) 闭 区 间 套 {La, ,b,j} 的 公共 点 也 是 两 个 端点 数列 (a,){6b,) 的 公共 极 
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限 ,进而 有 
Vse>0,3NENivn>N 有 [ao ]CUCe). 

这 是 使 用 区 间 套 定理 的 要 领 . 区 间 套 定理 常 应 用 于 “寻找 具备 某 一 性 质 的 点 ”的 
证 明 . 

(2) 单调 增加 数列 的 极限 必 是 该 数列 的 上 确 界 ,严格 单调 增加 有 上 界 的 数列 
的 极限 必 是 该 数列 的 严格 上 确 界 ,单调 增加 数列 若 不 存在 极限 , 则 该 数列 为 正 无 穷 
大 ;单调 增加 有 上 界 数列 的 上 确 界 必 是 该 数列 的 极限 , 它 的 聚 点 ( 若 存 在 ) 是 唯一 
的 ,为 该 数列 的 极限 . 


1.2.2 区间 套 定理 的 应 用 


一 个 闭 区 间 套 其 实 就 是 两 个 单调 性 相反 但 极限 相同 的 “对 向 行驶 ”的 数列 ,此 
时 ,{2 的 每 一 项 都 是 ta,) 的 上 界 ,(a,) 的 每 一 项 都 是 {0, } 的 下 界 . 

下 面 我 们 用 闭 区 间 套 将 数学 的 三 个 重要 常数 ec( 欧 拉 常 数 )、x“ 套 ” 
出 来 . 


例 1.2.2 设 w 二 (二 十)*,b, = (十 工 )r, 则 (ra ,6,]) 是 一 个 闭 区 间 套 . 
n nn 


证 明 “对 于 w = (1 十 过 )”, 利 用 均值 不 等 式 得 ， 


1 ] ] nt 半 汪 站 1 Sr 
a, 二 (1 十 一 )”= 二 (1+4 y+ 二 X1< | 一 一 一 | 
n 入 n nn 十 1 


一 一 一 一 一 一 一 一 


n 个 


oe 


7 | 
故 {a,}( 严 格 ) 增加 . 


对 于 bb 二 (1 十 二 ,利用 均值 不 等 式 得 ， 


二 元 i ne a 
b | nn 十 ] nn 十 ] nn 二 1 re 
1 个 
二 了 JS .1 
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故 {4, (严格 ) 减少 . 
因此 ,[a,,2] 字 [ep 一 1,2, ,进而 


lim(b, — a,) = limL (1 二 二)" 一 (1 es 和) 和 lim(l 二 二) 二 一 区 ， 


故 {[La,,]) 是 一 个 闭 区 间 套 . 
当 用 e 表示 {a,)15,) 的 公共 极限 时 ,就 有 lim(1 + 二 时 


在 例 1.2.2 中 ,我 们 看 到 数列 {a, = (1 十 三)" 严格 增加 ,数列 {6, = (1 十 
二 )"!) 严格 减少 ,并 且 极限 都 是 。, 这 样 就 得 到 一 个 不 等 式 ， 
(+ ee 二 二 CL 1 


对 不 等 式 (1,2,1 取 以 。 为 底 的 自然 对 数 ,就 有 


pe re (1.2.2) 
例 1.2.3 设 as 一 1 十 广 十 … 十 


4, = 1 十 二 十 六 二 二 一 Inn 

则 {Le, yp]} 是 一 个 闭 区 间 套 . 

证 明 ”首先 ,lim(b, 一 a,) = lim 二 二 0. 

其 次 ,由 前 面 给 出 的 不 等 式 (1. 2.2) 知 ， 

an 一 一 二 一 In 十 二 ) > Op 一 到 一 二 一 In(1 二 二) 一 0， 
这 意味 着 [as ,b] 忆 [ao 光一 1 2， 因此 {[as po]} 是 一 个 财 区 问 套 . 

当 用 <( 欧 拉 常数 ) 米 表 示 这 个 闭 区 间 套 的 公共 点 时 ,就 有 lim(1 十 方 十 … 十 二 
— lnn) 一 <. 


Fl 1 _ rr C01! 1 1 
例 1.2.4 设 a 一 | RI 一 [er | 歼 ' 则 {Lae， 


bj} 是 一 个 闭 区 间 套 ， 
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证 朋 。 由 2 二 外 十 中 十 4 、1 及 bl 一 多" 十 生 


k = 
a 4k 十 8k 寺 3 b, 4k* 十 4k 十 1 


< 妇 玫 推 知 fw } 是 严 


格 增 加 的 , {5b } 是 严格 减少 的 , 即 [ar ,6 二 Lanisbarjyn 三 1,2,…, 进 而 


ee (2k)1! /1 1 
Hiraitbs —an) | 人 | 舒 | 
= lim| (2k) 11 ] 1 
ELC2E 111 DERE 1) 
大 :一 
mg 了 7 一作 


因此 {La ,60j} 是 一 个 闭 区 间 套 (那么 ,由 此 “ 套 ” 出 的 点 是 什么 呢 ?). 


可 以 证 明 {[ai ;64]} 的 唯一 公共 点 是 二 , 即 有 如 下 不 等 式 (1， 2. 3) 成 立 : 


[a dr] < 和 < 
事实 上 , 设 1 = sineear, 可 求 得 1 
当 n 宇 2 时 ,由 分 部 积分 法 得 : 
1, = 人 sinzt dt 一 | sin” 'td(— cost) 


0 0 


n 


“二 tn 一 | sin” tcos’tdt 


=— sin” tcost 


0 


了 
2k 


C1 2 3 


二 (nC 一 D| sin (1 simst)dt 一 (2 一 1)7 一 (2 一 1) 工 ， 


得 到 递 推 公式 1, = 一 41, , (在 本 书 第 2 章 第 2.4 节 的 例 2. 


4.5 还 将 看 到 类 似 
推导 ) ,由 此 推 得 
Do 0 1 一 (CR 一 1DIIr (C24—21l 
Es (2R)1! 2 ”2 (2k 1)1!° 
因为 sin2ktltdt = 上 sin2tz dt < 一 | sin2e ltdzt， 
0 J 0 
， (2&)11 (2k— DIl x (2 一 2)11 
所 以 BREFEDI ~ (IT 2 ~ CEI 


整理 可 得 不 等 式 (1. 2. 3). 
在 上 述 三 个 例子 中 ,我 们 也 得 到 了 三 个 重要 极限 : 
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limGl 十) 一。 (1.2.4) 
人 CI, 25) 
人 2 n 

| 人 (21 中 说 1 x 
ee RFI (1.2.6) 


式 (1.2.6) 被 我 们 称 为 Wollisi( 沃 利 斯 ) 公式 . 
1.2.3 单调 有 界定 理 的 应 用 
例 1.2.5 设 c>0,x1 =Yorm = Ve 十 zi on 二 1,2，p… 求 limzv， 
分 析 x, > 0, 对 于 {x,) 的 前 两 项 有 zs = Vc 二 上 之 人 = mi 
注意 到 f(x) = Yc 十 x 在 (0, 十 %%) 严格 增加 ,就 会 有 x = f(xs) 二 f(xi1) 一 


更 一 般 地 ,有 zm 之 zn 一 1,2,…, 即 数列 {z,} 是 单调 增加 的 ,根据 单调 有 界 
定理 ,需要 证 明 它 有 上 界 , 这 个 上 界 怎么 找 呢 ? 
假定 {z,} 确实 收敛, 设 limz, = xz" , 则 xz” 必然 满足 方程 + = VC 到 , 解 得 


"一 上 于, 我们 有 理由 猜测 这 个 z， 应 该 是 (x,) 的 上 确 界 . 


解 ”首先 (x,) 是 单调 增加 的 ,下 证 x, 之 4c Sn = 


当 #4 一 1 时 ,一 J 一 后 和 上 VUE <1+ VTT4c, 这 是 成 立 的 ; 


假设 过 一 一 于, 则 


Ti 二 VT c+ 人 Hi, 


由 数学 归纳 法 知 z, 过 二 这 二 此 ,n= 1,2,…, 进 而 求 得 limz, 一 + 二 多 十 和 


例 1, 2. 6 数列 {z) 由 如 下 递 推 公式 定义 这 6 三 = Ne = Te Qla2s 


n 


, 求 limz,， 
Ne 
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分 析 ”这 里 的 数列 {zx,)} CC 50,1] 不 具有 单调 性 ,事实 上 ,可 求 得 {x,) 的 前 四 
项 为 


2 3 
Xo 一 1,zl 一 二 ,7 一 可 7Z3 一 4 2 


注意 到 f(x) = 于 = 在 [0,1] 严格 减少 ,就 会 有 
bs fx) > fxs) — mR fx) fx) Ba 
更 一 般 地 ， 
Ta = fT2t) 之 fron) = Tort Ta 一 fxm2) < fx) = Tontl. 
从 而 {xz) {xzm ) 单 调 有 界 . 


解 ” 设 f(x) == a E [0,1], 显 然 {zx,} 己 [0,1],f(zx) 在 [0,1] 严格 减 
少 . 由 上 述 分 析 过 程 知 {x ) {xzi} 单 调 有 界 , 由 单调 有 界定 理 知 {x, {ri} 收敛 . 
又 zo = fLf (x 2)] = 7 3 ,zanHl = FLFCzo 1)] = 一 


对 两 式 同 时 取 极 限 解 得 : 
二 ! 寺 办, 故 Himz， Su 


lim zx», = lirm yi = 
Ne n> 


注 ”对 于 满足 迭代 方程 x == f(z) 的 数列 {x,) 来 说 ,其 单调 性 取决 于 f(z) 
的 单调 性 : 

如 果 f(z) 递增 ,那么 {zx,) 是 单调 的 (要 么 递增 ,要 么 递减 ); 

如 果 f(z) 递减 ,那么 ff(x)) 递增 ,进而 {zs })fzarr ) 是 单调 的 (上 且 具有 相反 
的 单调 性 ). 


下 面 的 例 1. 2.7 我 们 用 单调 有 界定 理 来 考虑 ta, 一 (1 十 二 )") 的 收敛 性 . 


例 1 2.7 证 明 数列 fa, = 〈1 十 二 )"} 的 收敛 性 ， 
证 法 一 {4,}( 严 格 ) 增加 的 证 明 同 于 例 1.2.2, 再 由 均值 不 等 式 得 


1 2 
1 十 1 十 十 1 十 一 十 一 得 1 天 
要 本: 2 Dy 1 

eh ee Ei ) 二 ( 十 ) ， 


故 a 过 457 过 4, 故 {a,) 有 上 界 . 由 单调 有 界定 理 知 ,数列 {a,} 收敛 . 
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证 法 二 令 六 一 十 二 )",{b, (严格 ) 减少 ( 见 例 1.2.2), 日 VE N,， 


之 1 , 故 {0, } 有 下 界 . 


由 单调 有 界定 理 知 ,数列 {5,) 收 敛 , 出 a, = (1 十 二) 吉 一 一 推出 ,数列 (a,) 


也 收敛 ， 
证 法 三 。” 利用 伯 努 利 不 等 式 :(1 十)" 宇 1 十 芍 , 其 中 有 二 一 1,n 为 自然 数 . 
来 证 得 {a,) {45, ;的 单调 性 ,以 下 让 明 16,} (严格 ) 减少 .事实 上 ， 


1 ya 
ee 1 za 
bt (1 十 yn n(n 2) nn 十 22 
?二 1 
nt 元 十 1 
> | rr nb rp 


故 {6,)( 严 格 ) 减少 . 
在 实数 完备 性 定理 中 ,Cauchy 准则 在 研究 函数 收敛 性 问题 中 起 到 关键 作用 ， 
这 主要 是 因为 Cauchy 准则 刻 划 晴 数 收敛 时 无 需 借助 “额外 的 力量 ,而 是 从 函数 本 
身 进行 本 质 的 刻 划 ,其 理论 价值 大 于 应 用 价值 ,其 应 用 将 在 第 2 章 着 重 体 现 ,下 面 
由 表 1-1 给 出 Cauchy( 一 致 ) 收敛 准则 十 种 形式 。 
表 1-1 各 种 形式 的 Cauchy( 一 致 ) 收敛 准则 


Ve 二 0,3NEN,,Vn>>N,YpEN., 有 


本 一 后 


Ve>0,3A>0,Yzrzs 之 A, 有 
flxa)— flr) | e 


Ve>>0,36>0.Yr.r: € (0b—H8.0). 有 
fr)— fz) | 


Ye>>0,3NENV>NvVpEAN. 有 


mip 


Du 
Ve>>0,34>0,Yxzrrs 之 A, 有 


I findr 
1 


<~Ee 


5. 无 穷 积 分 


二 | endz 收 全 


<~Ee 
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续 表 1-1 
Ve>0,j6>0,Yrr € (0 一 8,0) ,有 


| /ndrts 为 下 | 
| | ? fz) dr 
), 


点 ) 收敛 


6. 起 积分 收敛 


< 上 


、 Vse 二 0,3NEN ,Vn>N,YVpEN,,YrE€E1, 有 
7, 函数 项 级 数 | > wx) 在 区 间 1 


ntp 

一 致 收 全 < (md | 

一 致 收 合 | |<: 
8. 函数 列 一 致 | {f(z)}) 在 区 间 了 | Ye>>0,3NENivn>NVbpENiVzrET 有 
收敛 一 致 收敛 [fuss x) — fr) | e 
9. 含 参 量 无 穷 | ewwDdx 在 区 Ve>0,34A>>0,YVrzs 二 4A,VuUET 有 
积分 一 致 收敛 | 站 1 致 收 全 few pe 

bo 
10. 含 参量 现 | /Cdr 为 下 | Ye 六 0,38>>0,YVzzE( 一 0) ,VE 1, 有 
积分 一 致 收敛 | 点 ) 在 区 间 1 一致 frar <e 


收敛 


表 1-1 中 ,1 一 6 统称 为 Cauchy 收敛 准则 ,7 一 10 统称 为 Cauchy 一 致 收敛 准 
则 . 

如 果 读 者 能 够 利用 数列 的 Cauchy 收敛 准则 结合 各 种 也 数 收敛 的 概念 证 明 出 
表 1 -1 中 “2 ~ 10”, 则 说 明 你 已 经 掌握 了 关于 函数 收敛 的 最 核心 理论 . 

思考 题 1. 2 

1. 若 {a,} 单调 增加 ,1{6， ) 单 调 减 少 , 且 lim(b， 一 Q,) 三 0, 则 {fa} 和 {6,) 的 极限 

存在 且 相 等 . 
2a,p0 an 十 以 了 


2. 设 器 之 ai > 05Cnrl > 一 一 : 0 ey 9 7 让 2 We , 则 {Ca, ,ob, |]} 是 
axs tb 


一 个 闭 区 间 套 . 
3. 设 函数 f(x) 在 闭 区 间 La,6b] 上 有 定义 , 取 且 仅 取 0 和 1 两 个 值 ,求证 :至 少 
存在 & € [a,b], 使 得 在 & 的 每 一 个 邻 域 上 ,f(x) 同时 取 到 0 和 1 两 个 值 . 
4. 设 f(x) 在 La,bj] 上 单调 增加 ,g(x) 在 La,b] 上 连续 , 且 f(a) 宇 g(a),f(0) 
过 g(0) ,证明 ; 3&E€ La,b], 使 得 f(&) = g(&). 
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5. 设 f(x) 为 R 上 可 导 函 数 , 且 0 过 f(x) 过 7 ER,A 为 正常 数 . 取 定 


1 二 + zx 


Zu EER, 今 zi 二 f(z),(n 二 0,1,2,…') 证明 数 列 {z) 收敛 . 


1.3 数列 极限 与 一 元 函数 极限 


本 节 主 要 介绍 数列 极限 与 一 元 函数 极限 的 求法 . 数列 是 定义 域 为 正 整数 集 的 
函数 ,这 里 我 们 介绍 数列 极限 的 基本 求法 、 利 用 二 Stolz 定理 求 数列 极限 和 利用 级 
数 求 数列 极限 三 方面 内 容 . 在 一 元 函数 极限 中 ,我 们 较 多 地 关注 利用 L hospital( 洛 
必 达 ) 法 则 和 Taylor( 泰 勒 ) 公式 求 极限 . 

1.3.1 数列 极限 

1. 数列 极限 的 基本 求法 

定义 1.3.1 lima, =aSVYe>>0,IJNE N;,Yn> N, 有 |a,—al|<&e. 

例 1.3.1 用 数列 极限 定义 验证 lim Va = 1,(a >> 0)， 

证 法 一 当 a 二 1 时 ,显然 成 立 . 

当 4a 之 1 时 ,对 Ye 之 0, 要 使 不 等 式 | 冯 一 1| = V4 一 1 二。 成 立 , 解 得 之 


lna Te lna + (或 到 NN 二 lna 站 
TEL < 


lna 
ln(1 十 es) 


e<<a 一 1, 取 N=| le N;,), 对 Yn>N, 就 有 | 汉 一 1| 过 e, 即 limY4 = 
l; 
当 0 二 4a 二 1 时 ,对 Ve > 0, 要 使 不 等 式 |W4 一 1|= 1 一 Ya 二 。 成 立 , 解 得 


二 2 jna (限制 0 二 ee 二 1), 取 N= lna Ee Rt+, 对 V7 二 N, 有 
示人 二 本 ln(1 一 e) 


| 1|<e,MmlimYa = 1. 
综 上 ,lim va = 4 
证 法 二 当 a = 1 时 ,显然 成 立 . 
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Q& 一 1】 
7 “ 


当 a 宇 1 时 , 令 刀 = 二 Ja 一 1 则 a = (十 h,)"” 宇 1 十 巩 , ,hh 去 


要 使 不 等 式 4 一 一 成立 , 解 得 > 4 一 , 取 N 一 4 一 C R' ,对 Va N, 


n [3 


就 有 | 类 一 1|<e 


1 
六 一 一 1】 
当 a 二 1 时 , 令 及 = /一 1 二 = 二 六 关 1 十 大 oh 过 二 
要 使 不 等 式 一 一 se 成立 , 解 得 7) 二 a , 取 N 一 一 E Rt, 对 
Vn 二 NN, 就 有 
Le 


[4 


Pol 


n 
综 上 ,lim Va 一 

例 1.3.2 着 lima 一 a limb, 一 0, 则 

(1) limmax{a, ;0b,} = max{ab};(2) limminte 0 一 minfay 0)， 


人 -全 Ne 


证 法 一 当 a 一 0 时 , 即 lima， = limpb, 一 &y 则 


对 Ve>>0,3NEN,Vy2y>N, 同 时 有 |a 一 ad 中 一 es, 一 a| 一 te， 
进而 |max{a,,0,} 一 a| 二 e» Blimmax{a, ,0,) =4a= max{a,b}. 
当 a 关 5 时 ,不 妨 设 a 二 包 则 由 lima， 一 a limb, 三 5 及 保 序 性 知 ， 
dN € N+ Vn> Nia, > b,,， 


于 是 lmmax{a, ,po = lima, = a = max{a,b}. 


No ee 


证 法 二 因为 max{ab,) 一 至 十 包 二 ja 一 名 | , 故 


limmax{a, ,b,} = lim ee le 


下村 友 计 5 一 虽 
1 n 一 5 一 max{a,b}. 


例 1.3.3 设 数列 {a,}),{5,},{c,} 满足 如 下 条 件 : 
(1) lima, = limp, 二 a;(2)Yn EN,,jX, EE€[0,1], 使 得 c, = a, 十 (1 一 


Ne 


A)b, :Mlime, = a. 
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证 法 一 由 条 件 (2) 知 ,minfas 加) 委 c 委 maxla ,六 }， 
由 条 件 (1) 及 例 1.3.2 知 ,limmax{a, ,Db,)} 一 aslimmin{ a ,bn? 一 a, 骨 根 据 两 边 夹 
定理 知 ,limc, 二 a. 

证 法 二 由 条 件 (2) 知 , Yn € N;, 3X, E [0,1], 使 得 

Gc: 二 as 《1 CC— Xb = 二 Gas CO— bb,), 

注意 到 (4,) 为 有 界 量 , (a, 一 5,) 为 无 穷 小 量 , 结 合 条 件 (1) 得 ,lime， = 

十 qz 十 十 Qn _ 
n 


例 1.3.4 若 lima， = a(a 为 有 限 数 ), 则 lim 


证 明 (se/2 法 ) 对 Ye 二 0, 了 NE Nt ,yz > Ni ,有 |o 一 < 二 广 . 


RE » 。 |w 一 4 十 la 一 aa 十 …… 十 ax —al 
固定 Ni, 对 上 述 Ve 二 0， 由 lim 人 
0 知 ， 
a — || | Gy 一 有 
jN, Ema 
取 六 三 max(No, Ni VD>N, 有 
& 全 nn 
an 一 a| 十 … 十 |a, 一 a| 
nn 
3 n— No € 
< n 7 Ee 


十 十 ao， 
n 


即 lim dl my 
男 外 ,对 于 非 正 常 极限 还 有 : 


= no. 
车 lima, 一 ala 为 十 >, 一 2), 则 lim 后 十 "十 4。 _ (请 读者 自 证 !) 


7 


例 1.3.5 证 明 下 列 极限 
(1) 若 lima, == a(a 为 有 限 数 或 十 =) ,av 人 0, 一 1,2，), 则 lim Vaias av 


一 Qi; 


(2) 若 lim(a 一 a,) 二 a(la 为 有 限 数 或 十 == ,一 =), 则 lim 汉 一 Qi 
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(3) 车 lim + 一 ala 为 有 限 数 或 十 ce),a, 记 0,(n 一 1,2,…), 则 lim Yar = a. 


证 明 (1) 当 a 一 0 时 ,有 0<< Var 人 往生 工作， 


n 


当 & 盖 0 及 & = 十 co 时, 不妨 设 a 二 0,(n 二 1,2,…'), 进 而 有 
nt a 


TT n 
ul C2 Un 
然后 利用 两 边 夹 定理 可 得 . 


(2) 仿 5b, 二 a, 一 awiy(n 二 1,2,) ,其 中 规定 a, = 二 0, 则 limb, = 二 a， 


a 《zj ek PE Be ni dD De a i ek le nk | 


lim > = lim 
n-=2 NN RN-e oo nn 
,bb i 让 二 bs 二 bi 
= li 
me n 
(3) 令 所 一 过 …) ,其 中 规定 ww == 1, 则 limb, = a， 
n—l PE 
lim Va, = lim n VD Db = a. 
注 1 例 1.3.5 的 结论 (2) 着 lim Cam = = 4, 则 lim 学 一 二 a 与 例 1.3.4 是 
等 价 的 ,事实 上 , 令 6, = 二 a 十 Qsy 十 十 i， 
则 lim(bin — 6,) = limam = a, 


Ql 十 az 十 be 十 7 


7 
一 lim 一 一 
n mesc Hl 


由 例 1. 3.5 结论 (2) 知 lim 
注 2 在 正 项 级 数 判别 法 中 ,我们 有 比 式 判 别 法 和 根 式 判别 法 . 
设 级 数 了 a,,(a， S03. lim 2 一 a 或 lim Vas 二 a, 则 当 a 一 1 时 级 数 收敛 ， 


4 二 1 时 级 数 发 散 . 
例 1.3.5 的 结论 (3) 说 明 能 用 比 式 判 别 法 时 必 能 用 根 式 判别 法 ,但 反之 不 然 . 


例如 正 项 级 数 ) 3 十 (二 1 就 不 能 用 比 式 判别 法 但 能 用 根 式 判别 法 判别 其 


=1 


收敛 . 
数列 极限 的 求法 还 有 很 多 ,比如 上 一 节 介 绍 的 借助 于 单调 有 界定 理 求 极限 的 
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方法 . 下 面 再 介绍 两 种 比较 有 用 的 方法 :利用 二 Stolz( 施 笃 兹 ) 定理 和 利用 级 数 的 
方法 . 


2. 数列 极限 二 Stolz 定理 


这 部 分 的 题目 需要 用 到 下 面 的 定理 及 推论 
定理 1.3.1 (数列 极限 二 Stolz 定理 ) ”车 数 列 {a,} ,1b,) 满足 如 下 条 件 ， 


(1) limb, 一 cc5(2) {6b } 严 格 单调 ;(3) lim 5 一 02 二 11 为 有 限 数 、 十 oo 或 


tl 


= =) , 则 lim 天 一 !/. (证 明 详 见 附录 T) 


推论 若 数列 fa,} 严格 减少 且 lima, = 0,lim 一 于 一 = A, 则 limna, = A. 


”Cr 


证 明令 久 二 十, 则 {5,) 严格 增加 且 5 一 二 


Un 


国 Wim 二 一生 二 一 4, 则 由 定理 1.3.1 有 ， 


limna, = lr 2 = lm RE jm 
Wer ne Ob, fi Gi 一， mem Gn ™— dntl 
上 述 Stolz 定理 及 其 推论 在 解决 数列 极限 问题 时 非常 实用 ,下 面 就 是 较为 经 典 
的 例子 . 


CnC stl = A 


eh 8 请 kl 
例 工 3.6 者 imna = a 出 fim 中 人 本 二 


a 
7 上 “ 


证 明 今 工 ,二 qi 十 2 十 下 十 naryy, 二 式 ; 则 由 Stolz 定理 知 ， 


;Qi 十 2G 二 二 a : :Dl — (nt Tle 

lim 一 一 一 一 lm 一 一 in 一 -一 一 lim C—O 

mee 7 ne Ya ero Vitl — Ya re (NT 1) —n 
nl 十 寺 li 性 二 十 六 1 

= jig i 


pe [C1 十 二 一 1 te [1 十 垃 )* 一 1 


lei ye 
Nn- n ， 
二 lima 三 


a 
lma[Gl 十 二 ) 一 本 一 人 
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其 中 limG1 十 过) 一 1， 


1 和 
(1 十 二 )* 一 1 ee 

limn[L(1 十 三 L, 一 1|] = lim 本 = lim = k， 

nn 
显然 当 上 二 1 时 此 题 就 是 例 1. 3. 4. 

; _1 由 
例 1.3.7 没 o 一 而 之 寻求 imav， 
(nT 1)! ,六 站] 
今 工 1 二 一 bs | 一 一 一 一 一 一 — 二 & 

解 邻 于 | 则 lima, lm lim 1 


例 1.3.8 设 数列 ai = C(0 二 C1),am =a,(l 一 a,), 则 limna, = 1. 


证 明 由 已 知 可 推 得 0 过 as 之 1 及 一 1 一 a, 二 1, 即 {a,) 严格 减少 且 有 


根据 单调 有 界定 理 (a,} 收敛 , 设 lima, 一 4, 由 迭代 方程 知 a 一 a(1 一 a), 解 得 


a 二 0. 


根据 定理 1. 3.1 之 推论 ,只 只 需 证 明 极限 lim 一 一 一 hl 


~ Untl 
ei eh 
人 一 tal nso 0i— Qa l= a,) es 
3. 利用 级 数 求 数列 极限 


这 里 首先 需要 知道 的 一 个 结论 
定理 1.3.2 ”数列 {zx,} 与 级 数 > (rr 一 z,) 具有 相同 的 化 散 性 . 
这 让 名 二 十 SEA 而) 他 可 大 帅 


例 1.3.9 证明 下 列 数列 是 收敛 的 ， 


(lz. | en 
2 nn 


1 i 
(27 三 二 下 
V2 Vn 


nn 
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1 2 
4355 一 1 十 基 十 必 十 天 一 村 /三 
V2 Vn 


证 明 ” 仅 证 (1), 另 外 两 个 类 型 完全 相同 ,请 读者 自己 练习 . 
对 于 递减 数列 {z, 一 1 十 去 十 … 十 士 一 lnn}( 见 例 1.2.3) ,如 果 我 们 不 愿意 求 


它 的 下 界 , 那 就 可 以 去 判别 对 应 的 同 号 级 数 > (zi 一 xz) 的 伍 散 性 . 因为 


1 ] 1 1 ] 


es Ey 了 二 i 1 
这 红 5 nCl 7 十 1 72 2 7 下 2 
= 
ni ne a a 
lim Zt 一 一 去, 这 说 明了 (zon z,) 是 收敛 的 ,从 而 {z,} 收敛 . 


例 1.3.10 设 = 二 ayzs 一 DZrh = pr qtr.(p>0,g>0,p+g=1, 
n 二 1,2,…), 求 {x,} 的 极限 . 
解 首先 ze 一 zi 二 (Pp 一 xm 十 gx; 三 (Pp 一 1x (1 pz, 
= (p— 1) (rx — x,), 
令 ys 二 Xnn 一 To 就 有 
y= poy l=" = (pp Dy = (pO 1" (Lb a), 
因此 ， 


n 
stl ™ EY a > (@ J = 
k=}1 


和 a 
= Dy a 6a) (pl) 六 二 的 7 全 六 


k=) 人 一 ] 


下 面 的 例 1. 3.11 体现 了 求 数列 极限 的 常用 方法 . 
例 1,3.11 求 lim Vn. 
解法 一 ” 限定) 二 2, 由 均值 不 等 式 得 : 


= Wi VXIXIXXl i 


7- 2 个 


San ee 


Vn 
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于 是 1 袜 儿 天 1 十 上 (对 "一 1,2 也 成 立 ) , 故 lim 煌 一 1. 
7 We 
解法 二 邻 久 = 二 Yr 一 1, 限 定 n 这 2, 就 有 


n(n— 1) 
2 


nn 二 (1 十 hh,)” 二 1 十 区 ,十 h, 十 十 hh ， 


由 有 h, 0 宇 2) 推 得 ， 
天 一.) 流 2 2 2 
nin 这 一 一 一 hh 或 hh, 二, /一 一 牵 | = 
2 n—l1 一 至 Vn 


于 是 1 过 多 之 1 + 地- 对 1 二 1 也 成 立 ) ,由 两 边 夹 定理 知 ,lim 六 = 1. 
nn ee 


解法 三 “对 于 数列 人 wy } 来 说 , 当 交 三 3 时 严格 递减 . 
( 令 f(x) = zx,r E00,+00)) 则 f(x) = 2 一 lnzr)) 
又 Yn 三 1, 由 单调 有 界定 理 知 , {\} 收敛 , 设 lim Yn 一 
注意 到 
二 
令 n 一 00, 就 有 /一 VL, 解 得 /1 一 1 或 1 一 0( 舍 去 ), 于 是 lim Yn 一 1. 


ls n=1 


其 中 a, = 六 ,Jima, 一 1, 故 lim Vn = 1. 
n i 1 2 n > 1 和 全 


解法 五 lim ww: = lim zt = lim ea = er 一 em 一 eq 一 1. 
Ne r= 十 Fo 
1.3.2 图 数 极限 


对 于 函数 极限 (包括 非 正常 极限 ) ,根据 变量 的 变化 趋势 , 刻 划 起 来 一 共 是 24 
种 ,其 规律 是 将 变化 趋势 与 邻 域 相对 应 . 


b( 有 限 数 ) b( 有 限 数 ) 
mf 二 oo ohm) oe 3 
一 ce 站 防 一 ce 


To 


I 
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其 中 x 一 ,x 一 中 变化 趋势 下 的 极限 称 为 双 侧 函数 极限 ,其 它 的 称 为 单 侧 函 数 极 
限 . 

例 1.3.12 证 明 lim vv 一刀 一 VI 一 也,|z| 天 1 

证 明 ”注意 到 |z | 过 1,|x,| 二 1, 对 Ye 0, 要 使 


/3 12 并 丰 zs | [w= 6 
] 一 人 1 一 并 a 二 
A A ee 
< 2r— zl 


1 一 2 


二 成 立 ， 


解 得 |z 一 zx | 二 二 e, 取 有 两 种 限定 方法 : 
取 6 一 {el — zxo,1 十 zx) ,或 通过 限定 六 二 < < min{l— zxo,， 


1 十 zz ) ,进而 限定 0 二 二 min{2 1 一 za，,2? 1 十 za ) ,再 取 8 二 如一 如 
有 — go 2 
最 后 当 0 过 |x 一 x | 过 6 时 ,就 有 | VI 二 xz 一 Vi 一 祥 
例 1.3.13 求 lim (3 十 97)* 与 lim (3z 十 97)?. 


解法 一 (利用 重要 极限 ) 


党 


< ge. 


1 


lim (949 = 9 1 人 十 二 = li [t+ 家) J =9xXe =9, 
ze 十 Tc 3 去 -让 二 3 


年 


lim (3 十 990)* 一 3 lim (1 二 390) 一 3 lim [(+3 dr] 一 3Xxe=3. 
解法 二 (利用 两 边 夹 定理 ) 


当 z 之 0 时 ,9* 一 3 十 9 二 2X9,9 二 (3 十 9*)+ 二 2 X9， 
故 lim (3 十 9*)* 一 9， 


Tr。+~ 
当 工 过 0 时 ,3 二 37 十 9 < 一 2X3r,3 一 (3 十 9 二 27 X3， 
故 lim (3 十 9")* 二 9. 

LS 
解法 三 (利用 L'hospital 法 则 ) 


lnL3< +9") 
Te 


Ee 人 
lim lim 2 一 一 jn9 fy 量 in3+1ng 
er-H+eoa 37+9 一 ez--+> 3 +1 = = 9 ， 


lim (37 十 9 = er 
7-e 十 cc 


I 


In(3™ +97) ln3+9T Ing ln3 二 37 Ing 
了 lim | im 一 一 一 一 3 
lim (37 97)7 一 er- 一- = ex 一 -一 397 一 上 一 elm = 
zr 
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例 1.3.14 求 极限 lim 一 人 
解法 一 (利用 L'hospital 法 则 ) 


十 Intl1+z) 


Ta | 起 却 ) 洁 2 ji ©” a lime™™® | 1 
工 -站 < 工 -0 区 局 r=-D) zl 十 元) 
i 广 一 《1 十 之 )ln(1 十 之 ) 
lim (1 + x)” We 
= Jim 一 下 
z-=0 十 32 2 
解法 二 (利用 等 价 无 穷 小 替换 ) 


1 


rs Ee ey ,rt 
Er 


工 (+z 一 1 


于 是 jim te = bli 一 elim — 
二 
= al 1 本 过 ee 
Te 个 2 工 -一 们 27 2 


In(1 二 +z) 


2 
Ey 


令 志 (1 十 x 一 1 一 4 则 二 (1 下 击 计 三 工 十 下 要 冯 二 下 时 ,请 


下 


解法 三 (利用 Taylor 公式 ) ” 因 ln(l +z) 一 工 一 十 o(zz) , 故 


(1 a A eit a er (7 所 +o0c2) ) 一 ell#ton) 
。 (1 十 并 ) 一 已 . ell! 手 +otz) ) 一 让 
于 是 lim 三 lim 一 
JE- 本 工 -个 2 


e lim 一 一 一 一， 
攻 一 务 直 Q(z) 


[ai 二 要 十 风光 


例 1.3.15 已 知 lim(Vx 一 + 十 1 一 ar 一 b) 二 0, 求 常 数 a,b. 


解法 一 (根据 渐 近 线 定义 ) 


) 


i 


已 知 lim (Vz ZX 十 1 ax 5b) 二 0, 即 y=ar 十 5 为 沙 数 f(x) 


Vz 一 XT 在 x 一 十 2 方向 上 的 渐 近 线 .于 是 
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es 
解法 二 (有 理化 法 ) 
- (la)r—(l 二 2a0b)z 二 T+ (1—6) 
已 知 lim (Vx 一 x 十 l] 一 ax 一 0)= 二 lm 一 一 
Be 人 Vx 一 zx 十 1 二 ar 十 b 
= 0, 


当 且 仪 当 1 一 a 二 0,1 十 2aw 二 0 时 上 述 结果 才 可 能 成 立 , 解 得 


而 当 a = 一 1 光一 本 时 ， 


lim(V 妇 一 十 1 一 az 一 b) 一 lim(CVz 一 过 十 1 十 并 王 ) 一 十 co， 
I-> 十 oo r-e 十 ce 
故 只 能 有 4 一 1,6 一 一 方 ， 
解法 三 (利用 Taylor 公式 ) 


因为 VIT 过 = 1 十 二 rz 十 oCz), 故 


4 
Ce, pe RS 家 
7 > tartz ol( 二 )= > 5 HF- ol(l) 
lL 1 Ea 
其 中 元 十 zvo( 二 一 过 ) 是 当 z -+ co 时 的 无 穷 小 量 , 记 为 o(1), 故 有 4 一 1.4 一 
工 
2 


Kr)— 所 二 
例 1.3.16 车 函数 f(z) 在 U(0) 内 有 定义 , 且 limf(z)==0,lim 一 一 一 一 一 二 


这 


0, 则 lim 人 22 = 0. 
PE 


I-*0) 
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7 一 fC3) 
证 明 ”由 lim 人 知 ， 


fr) — fA) 
对 Vsg0,38>>0,VzrEU(CO,S) 时 ， ee < 


即 | Fa -7 地 )|<。 [|. 当 用 去 E UC0,8) (i E N; ) 替换 这 个 不 等 式 中 的 z 
时 ,就 会 有 
ZT) Fr( | 工 | 
AB) fa)|< 
进而 ,Vx € U(0,0)， 


en 1 和 | ee -7 + | 


+ | 7 t+ -| | 
=e|z|[ (1 村 寺 十 习 十 二 十 | 大 过》 
2 Dr pi 9 
注意 到 1 十 二 十 … 二 站 条 三次 Fes) 一 0,(n 一 co), 就 有 


2 =- 三 起 


VzeUo,5 ,| fz) | 去 217z|， 即 | A2|< 2e, 故 lim 
例 1.3.17 车 函 数 f(x) 在 U(0) 内 有 定义 , 且 limf(zx) = 0， 


lim EE HE 一 0， 其 中 |p| 宇 1, 1g| 二 |p|， 则 lim 2 一 0. 


证 明 当 4 一 0 时 ,im 大 如一 六 一 0=> limf(pz) = /(0), 这 与 limf(z) 


二 0 共同 推出 f(0) = 0 ,进而 有 lim 万 名。 = 0, 从 而 lim 关 嫩 2 i Ee 3 


当 g 关 0 时 ,对 Ye 之 0,36>0,Vz EU 时 ,| 人 一 |。， 
即 | fC(pz)— f(gx)|=<elzxl|. 


因 |p| 宇 1， 用 广 U0 替换 这 个 不 等 式 中 的 x, 并 记 闻 一 a(|a| 过) 时 ， 
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人 结 论 


思考 题 1. 3 


1. 若 lima, = ay limb, 一 bla,b 为 有 限 数 ), 则 lim 人 


= ab. 
2. 设 & 为 正 整 数 ,证 明 


(1) 车 lim(ams 一 oo) 一, 则 lim 也 所 三 ra 


(2) 车 lim 一 全 = a,a, > 0,n 一 1,2,…), 则 lim Va, = Va. 
Nn-eo Un Le 

3. 求 下 列 极限 

(六 设 oa 一 3 天, 求 lima,. 


(2) 设 c， 二 Ea ' 求 lima,， 


k=0 


(30 设 a 一 l 让 DInCs, 求 lima,. 


2 
4. 设 数列 al 
5. 设 数列 al 


| 


C(CE0),am = lintl a), 则 limna, 一 :六 


| 


人 CC 0 ai 


| 


sinas , 则 limna, 三 8 

6. 判断 交错 级 数 (一 1)" Cu 全 0) 收 化 的 莱 布 尼 兹 判别 法 ,关键 在 于 获知 
数列 {4, ;单调 并 且 趋 于 0, 请 证 明 下 列 级 数 是 收敛 的 : 

CD 0 


(2n)1] 
7. (1) 设 f(x) 在 (一 00, 十 cc) 上 严格 增加 , 且 存 在 {x,} ‘limf(z,) = f(xo), 则 
limz, = 如 0。 


7 


(2) 设 2) 在 La,b] 上 的 唯一 最 小 值 点 Lo 处 连续 ， 是 存在 {zx} 二 La,b], 
lim Cz,) = f(z0), 则 limz, = zo. 


8. 求 极限 lim (en). 
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9. 设 y= 二 y(x) 是 由 方程 yy 十 xy 十 Xx? 一 x 二 0 确定 的 满足 y(1) = 一 1 的 连续 


函数 , 求 lim 全 上 .如果 y 一 y(z) 还 是 满足 y(1) 一 一 1 的 二 阶 可 导 函 数 ,有 什 


么 方法 求 极限 呢 ? 
1.4 ”一 元 连续 函数 概念 


函数 连续 是 可 微 的 必要 条 件 , 还 是 可 积 的 充分 条 件 , 它 是 联系 积分 与 微分 的 桥 
梁 与 纽带 . 

定义 1.4.1 设 函数 J(z) 在 U(z,。) 上 有 定义 ,f(zx) 在 zx, 连续 的 等 价 陈述 主 
要 包括 : 

(1) limf(z) = fz); 

(2) lim f(x) = limf(x) = fx); 


(3) limAy = 二 0, 其 中 Ay = f(z 十 Ax) 一 f(zxo); 
Ar-*0 
(4) Vr, E U(r),HB 7, —> zo(n—> 500), 者 有 limf (x,) = f(z); 


(5) limw( f ,U(xz,,6)) = 0. 
单 侧 连 续 的 等 价 陈述 可 相应 改写 . 
1.4.1 国 数 连续 性 的 应 用 


下 面 的 一 个 简单 例题 将 给 出 连续 性 的 一 种 重要 应 用 思想 . 

例 1.4.1 设 函 数 f(z) 在 La,b] 连 续 , 对 于 任意 有 理 数 7,r; € [a,b] 自 7 二 
克 , 有 fn) 过 f(rs), 则 f(x) 在 La,6bj] 严格 增加 . 

证 明 任 取 zz E [a,b], 自 zi 过 zi. 

在 xi,xs 之 间 插 人 两 有 理 数 x; ,zx ,使 得 zi 二 xz < < 二 ， 

男 取 有 理 点 列 , € (zz),q E (rz), 且 六 一 idqn > Xx2， 则 
flr) 一 im fr) < fr) < limf(gqw) 一 f(xs) ,从 而 f(x) 在 [a,bj] 严 
格 增加 ， 

在 这 个 题目 当中 ,我 们 注意 到 这 样 一 种 思想 ; 当 函 数 f(x) 在 某 区 间 的 稠密 子 
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集 具有 性 质 p 时 ,如 果 f(x) 在 该 区 间 是 连续 的 , 则 f(x) 有 望 在 该 区 间 也 具有 性 质 
p. 这 可 以 看 作 是 连续 函数 成 为 数学 分 析 着 重 讨论 的 一 类 函数 的 原由 之 一 ,因为 从 
有 理 数 集 扩 充 到 实数 集 的 完备 化 过 程 必然 会 带 来 定义 在 其 上 的 函数 对 有 理 数 集 成 
立 的 性 质 的 保持 问题 (所 谓 数 集 了 在 数 集 A 中 稠密 , 指 的 是 DD 是 A 的 子 集 , 且 A 中 
任意 一 点 的 无 论 多 么 小 的 邻 域 中 都 含有 属于 D 的 点 ,La,b] 中 的 有 理 数 子 集 就 是 
La,bj 的 稠密 子 集 ). 

利用 这 种 思想 ,我 们 来 看 下 面 的 例子 . 

例 1.4.2 设 f 在 zx = 二 0 连续 ,上 且 对 任何 x,y€ER 有 f(xy)== f(x) 二 f(y)， 

证 明 : f(x) == ar,x € R, 其 中 a = f(1). 

证 明 (1) 证 明 f 在 R 上 连续 . 

因 f(x) = f(z 十 0) = 了 f(z) 十 f(0), 故 f(0) = 0. 

因 对 VYxo €E R, 有 f(x) = f(x 一 zo 十 x0) 二 f(x 一 zo) 十 f(xo), 结 合 在 
ZX 二 0 连续 ,有 

limf(x) = limf(x— x0) + f(xo) = f(x0), 

从 而 f 在 R 上 连续 . 

(2) 证 明 对 任意 有 理 数 r+, 有 f(rz) = rf (x). 

对 YnE Ni,VYxER, 有 


n 个 4 一 1 个 
个 


Pe i 
fnz) 一 Fr 十 十 z) 一 Frz 二 zz 十 十 z) 十 FGz) = :=nf(r), 


f(x) = f(n. 之 ) = nr ds ey 一 二 PC 
n 7 71 71 


Vnm EE Nsf Cx) = mK) = 芝 f (xz) ,该 结论 说 明 对 于 正 有 理 数 rr, 有 
flrr) = rf (xz). 

义 0 二 fC0) 二 Fz 二 = f+ fF 2) 餐 f(x) 三 一 无 去)， 
从 而 对 于 正 有 理 数 7, 有 f( 一 rx) = 一 rf (zx), 故 任意 有 理 数 r, 有 f(rr) = rf (zx). 

(3) 证 明 对 任意 实数 1, 有 f(tr) = tf(x),r€ER. 

对 任意 实数 1, 取 有 理 数 列 7, 一 +1(n 一 co), 则 

fltwy = lim f (rz ) = limrn,f (x) 三 ixz)zrER. 
当 特 取 x == 1, 可 得 f(1) = f(1)t,t € R 即 为 所 证 . 
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关于 上 面 读 到 的 稠密 子 集 与 连续 性 相 结合 的 思想 ,在 附录 了 中 得 到 发 挥 , 详 
见 附录 工 . 
1.4.2 某 些 特性 函数 的 连续 性 


下 面 的 例 1. 4. 3 将 指出 导 函 数 的 连续 性 . 
例 1.4.3 设 函 数 f(r) 区 间 工 上 可 导 , 则 f(x) 在 区 间 工具 可 能 有 第 二 类 间 


断 点 ， 
证 明 ” 设 x，E 1 为 /(z) 的 间断 点 ,不 妨 设 z, 在 1 的 内 部 . 
车 为 六 (z) 的 可 去 间断 点 , 则 极限 lim 六 (z) 存在 ,由 例 3. 2.5 导数 极限 定 


理 , 必 有 (x6) = lim 了 (x), 从 而 xz, 为 (x) 的 连续 点 ,矛盾 . 
车 zz 为 f(x) 的 中 路 间断 点 , 则 极限 lim /Cz) 和 lim 了 (x) 存在 但 不 等 ,由 导 
数 极 限定 理 , 必 有 lim 了 (x) == 广 : (Czo) 天 fF (x0) = lim 广 (z) ,从 而 Fz) 在 mm 
不 可 导 ,了 矛盾 . 因此 ,x 为 六 (zx) 的 第 二 类 间断 点 . 站 
zesin 工 ，z 关 0 


例 1.4.4 讨论 地 数 f(z) -| , [一 1,1] 的 导 孙 数 的 连 
0s 工 一 0 


解 ” 当 x 了 关 0 时 ,f(x) = (zsin=) = gr”!sin 二 Ce 
工 x 工 
msin 工 一 0 1 0， ES 
当时 加 一 二 
ze0 | #50 ba 用 存在 ， 6 过 1 

故 当 ec 和 受 1 时 ,Az) 在 [一 1,1] 不 可 导 ( 因 为 其 在 点 0 不 可 导 )， 
eT pe 文革 0 

f(z = 这 z 


0， 并 一 0 


当 a > 2 时 ,limf (x) = limar” sin gs 0 = F (0), 
rs0) r--0 x 这 


当 1 过 gg 这 2 时 ,limaz” ‘sin 二 = 0, 而 lim xz” :cos 二 不 存在 . 
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故 当 a 放 2 时 ,f(x) 在 [一 1,1] 连续 , 当 1 二 a 过 2 时 ,了 (x) 在 [一 1,1] 不 连 
续 , 上 且 x 二 0 为 六 (zx) 的 第 二 类 间断 点 . 

下 面 的 例 1. 4.5 指出 了 可 积 函 数 的 连续 性 ， 

例 1.4.5 设 函 数 f(z) 在 [a,5] 上 可 积 , 则 

(1) f(z) 的 连续 点 集 在 La,bj] 稠密 ，; 


(2) B(x) = | rcod 在 [er 连续 . 
证 明 (1) 只 需 证 f(x) 在 La,b] 上 至 少 有 一 个 连续 点 . 
因 了 去) 在 La,6b] 上 可 积 , 故 了 [La ,Db1] CC La,0], 使 得 wlf ,La br > < 也. 


若 不 然 , 对 [a 人 ]] 的 任意 分 制 了 , 对 应 的 振幅 和 DwAz 之 二 了 Ax, 一 


全 ,这 与 可 积 矛盾 .不 妨 设 a Ws < 
同 理 , 3 [az ,bs] 性 [Lai ,61j, 使 得 


wt fF ,Las ;be ]) Se pa < Us ER Da =h ,日 6; 一 CQ 去 2 


如 此 下 去 ,得 到 闭 区 间 套 {[a, ,b,j]), 且 满足 w(f,[a,,b,]) 二 去 ,其 中 {a a 


格 增加 , (6) 严格 减少 . 

由 区 间 套 定理 知 ， 

xo E (a0,) ,n= 1,2,... 对 任意 的 n€ N;, 只 要 正 数 6 充分 小 ,就 会 有 
U(xovd) CE ta, vba)s 


二 


即 limw( f ,U(xzo ,6)) 二 0, 由 例 1.1.3 知 ,f(x) 在 xz 连续 . 
(2) 因 了 在 La,5] 上 可 积 , 故 f 在 La,5] 有 界 , 即 
3M>>0,Vr€ [a,bj,; 有 | f(x) 过 M. 
于 是 对 十 AZ 和 [ae ,5] ,有 


进而 w(CPU(Czo,6)) wlf ,La,,b,]) 一 


— 0(n— 200),， 


THAr 弥 THAr 
[| | 10d 一 | fd|= | fd|< Mazl， 


这 说 明 B(x) 在 La,b] 连续 . 


34 数学 分 析 选 讲 


思考 题 1. 4 


1. 设 函数 f(x) 是 区 间 了 上 的 是 函数 , 则 f(x) 在 区 间 工 的 内 部 是 连续 的 . 

2. (1) 设 丽 数 f(z) 是 [a,b] 上 的 增 消 数 , 则 f(z) 在 La,o 上 只 可 能 有 第 一 类 
间断 点 . 

(2) 设 函 数 f(x) 是 La,o] 上 的 增 函 数 , 且 值 域 为 LAFGa) ,Fo)], 则 jz) 在 [a， 
0] 连续 ， 

3. 设 函 数 f(x) 在 La,b] 连续, 则 M(x) = SuP {f(D)1 和 mm(xz) 一 inf {f(D} 
在 La,b] 连续 . 

4. 设 琐 数 f(z) 为 定义 在 R 上 的 不 恒 为 零 的 连续 函数 , 旦 对 任何 zx,y € R, 有 
flrti+y) = ffOY), 则 fx) =a',x € R, 其 中 a= f(1). 

5. 设 函数 f(x) 在 (一 = ,+c=e) 上 单调 减少 且 e*f (xz) 在 (一 2, 十 co) 上 单调 
增加 , 则 f(z) 在 (一 20, 十 =) 上 连续 . 


1.5 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 


连续 函数 的 应 用 价值 在 于 闭 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ,这 些 整 体 性 质 的 应 用 贯 
穿 了 数学 分 析 始 终 , 但 凡 重要 结果 都 与 之 相关 ,例如 微分 中 值 定理 ,积分 中 值 定理 、 
原 函 数 存在 定理 、 隐 范 数 存在 定理 等 ,因此 对 这 类 性 质 需 加 强 理 解 . 


1.5.1 介 值 性 定理 


我 们 利用 例 1.5.1 和 例 1.5. 2 来 深刻 认识 介 值 性 定理 . 

例 1.5.1 让 明 零 点 定理 : 若 函 数 f(x) 在 Lo, 如 连 续 , 且 Fe)。FO) 二 0, 则 
jE&E€ (a,b), 使 得 Fe) 一 0. 

证 法 一 (用 确 界 定理 ) 不 妨 设 /(a) > 0,f(5b) 二 0, 构造 集合 

A= {zl|zE€ [Lablflz) > 0}, 

则 由 f(y) 二 0 知 ,a €E A,A 关 人 . 
又 AClLa,b]l, 故 A 有 上 界 , 由 确 界定 理 A 有 上 确 界 , 设 supA = &. 
下 证 EE (ap) Fe) 一 0. 
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由 连续 函数 的 局 部 保 号 性 知 ,存在 Le,a 十 6)、(5 一 6,5j], 有 
VzEfraa+6),fz) 二 0,YVzE( 一 0, Frz) 一 0， 
推 得 a 二 二 6. 

假设 f(&) 关 0, 不 妨 设 f(&) 二 0, 由 局 部 保 号 性 知 ， 

38>0,VrxE€E(é— BE+R CLav] 有 有 f(r)>0 
取 & 二 二 8 十 B, 则 由 集合 A 的 构造 知 ,& € A, 从 而 三 supA = 8, 矛盾 . 

证 法 二 (用 有 限 覆 盖 定 理 ) 

〈 反 证 法 ) 假设 YzE La,bj, 都 有 f(zx) 隆 0, 因 函数 f(z) 在 La,bj] 连续 ,由 局 
部 保 号 性 知 , Y x € [a,bj,36, 放 0, 使 得 函数 f(x) 在 开 令 域 U(zx,6,) 由 La,b] 上 
不 变 号 ( 恒 正 或 恒 负 ). 于 是 当 之 遍 历 [a,O 后 ,满足 这 一 性 质 的 开 邻 域 就 构成 了 闭 
区 间 [La,6bj 的 一 族 开 覆盖 ， 

根据 有 限 履 六 定理 ,存在 有 限 多 个 开 邻 域 覆 盖 La,6]. 

不 妨 设 为 由 个 :UCz6 ),UGz ovUCzo  ), 且 它们 两 两 之 问 无 包含 
关系 (如 有 , 则 删 去 较 小 的 邻 域 , 不 影响 覆盖 性 ) ,zi < z 二 … < 去 

对 于 U(Czi,o, ),UCz 6 ) 这 两 个 开 邻 域 而 言 ,必然 有 U(xi,6,) 门 UCzs， 
0. ) 关 @. 若 不 然 , 假 设 UCzri,6, ) 站 U(xzs,6,) = @, 则 有 

2 过 和 二 人 云 克 ， 

对 于 某 个 zw E (十 oz 一 9) ,32 一 ;和 0 使 得 z € U(xzi,6.). 

因为 zi 之 zo 之 7T1 一 0, 这 zo; 所 以 YrEU(z256,) |z 一 如 | 二 |z 一 二 | 到 
6 ;7 即 U(zz 56,,) CUCzi,6. ) ,矛盾 . 

更 一 般 地 ,可 以 得 到 U(z,6; ) 站 Ux,6;,) 关 名 ,1 过 ,i 十 1 声 n. (不 妨 称 
为 最 少 开 覆盖 的 相 邻 相交 性 )， 

又 因为 函数 f(x) 在 每 个 UCzi,6,) 站 La,bj(l1 过 i 之 n) 上 不 变 号 ， 


故 函数 /(x) 在 U(xi,6,) 站 [ae, 妇 上 保持 不 变 号 ,从 而 在 [a, 妇 上 不 变 号 ,这 


与 f(a)。f(b) < 0 矛盾， 
证 法 三 (用 闭 区 间 套 定理 ) 不 妨 设 f(a) 二 0,7CO) 二 0. 


= 下 1 -CQ 寺 过 
对 [a, 妇 二 等 分 得 [a,& 寺 执 ,[2 寺 2, 拉 . 若 f(2 寺 8) < 0, 则 记 [a,2 寺 8] 一 


[ai 和], 理 则 记 [2 , 轨 一 [ai,61j, 由 此 得 到 [aj,61j 满足 fa) 三 0,FCo) 
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<0. 
再 对 [ai ,bj 二 等 分 ,相同 方法 得 到 Las ,2 ] 满足 f(as) 宇 0,f(b,) 志 0. 

如 此 下 去 ,得 到 闭 区 间 套 {[a, ,6,]) ,满足 f(a,) 宇 0,f(6,) 三 0,n 二 1,2,…, 由 闭 
区 间 套 定理 知 ,存在 点 & € La, ,b,j],n 一 1,2，…… 且 lima, = limb, 一 名 

再 由 函数 f(x) 在 [a ,Oo 连续 知 ,limf(a,) = /6 之 0,limf(b,) = f(§) <0, 
从 而 Fe) = 0,& € (a,b). 

例 1.5.2 下 列 陈述 是 等 价 的 ; 

(1) (零点 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 La,O 连 续 , je) FOOD 二 0, 则 3&€ (a,b)， 
使 得 Fe) 一 0; 

(2)( 介 值 性 定理 ) 若 函 数 f(x) 在 La,b] 连续 ,M,m 为 其 最 大 值 和 最 小 值 ,7 为 
介 于 M,m 之 间 的 任意 数 , 则 3& € La,b], 使 得 f(&) = 7 

(3)( 介 值 性 定理 ) 车 函数 f(x) 在 La,6bj] 连续 ,w 为 介 于 f(a),f(5) 之 间 的 任意 
数 , 则 3&€ [a, 丰 ,使 得 (8) = y; 

(4) 车 函数 f(x) 在 1 连续 且 不 恒 常 值 , 则 f(D=={y|y 二 f(z),YxzE 了 也 
是 区 间 . 

证 明 ” 仅 证 (3) 坟 (4) 及 (4) 一 (1)， 

(3) 过 (4); 任 取 y ,ys E f(D, 且 yi 二 yy; 则 

3xgs €E Tfxi) = yyf rs) = ys. 

不 妨 设 x! 过 xz;, 则 [zi ,zsj] 己 了 从 而 f(z) 在 [xi ,xs]] 连续 . 

对 Vy EE Lyi,ysj], 即 yy 为 介 于 f(xi) ,f(zs) 之 间 的 任意 数 , 由 (3) 知 , 3 x € 
[zi ,zzj, 使 得 f(z) = ,从 而 yE GD ,LS DFID 是 区 间 . 

(4) 过 (1): 不 妨 设 f(a) > 0,f(6) 二 0. 由 (4) 知 ,f([a,6b]) 是 区 间 , 从 而 
Ef FADE FALab)). 双 0ELfO), FO J], 故 0€ fl[a,b]) ,Bm Ige [La,b], 
使 得 f(&) = 0. 再 根据 f(a) 这 0,f(0) 二 0 知 ,& € (a,b). 

注 ”数学 分 析 谈 论 的 区 间 是 下 列 数 集 的 统称 : 

[a,6], Gab) ,La,b), (asb],(— oo,a),(—o0,aj,(a,+o0), La, +o),(—o0, 
十 oo) 

区 间 实 际 上 可 以 这 样 定义 : 令 [a,5] = {7|a 达 7 和 站 ,着 YVa,bE€E 1 有 Ha 一 
b, 有 [La,bj 守 1, 则 称 I 是 区 间 . 在 定理 2 的 证 明 过 程 中 使 用 的 就 是 这 种 (区 间作 为 R 
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中 的 凸 集 ) 定义 . 介 值 性 定理 的 核心 内 容 在 于 指出 ,区 间 上 的 连续 函数 其 值 域 也 是 
区 问 . 
例 1.5.3 设 函 数 FGz) 在 [0,1 连 续 , 且 Fo) = f(1) ,证明 ; 对 于 任何 的 n € 


N, ,存在 &€ [0,1], 使 得 f(& 十 二 ) = f(8). 


当 n 二 1 时 , 取 & 二 0, 有 f(0 二 1) 二 了 (0) ,结论 成 立 .以 下 用 三 种 方法 证 明 结 
论 对 二 1 也 成 立 . 


证 法 一 当 n 渤 1 时 , 令 F(x) = f(x++ 二 ) = yw [0,1 一 一 ]， 
则 F(0) = 7 了 ) 一 (0)， 
lly Fy dy, 
n 
ey es fh 


车 存在 i(0 过 i 之 n 一 1), 使 得 F( 志 ) 本 7 二 十 本) 一 三 ) 一 0, 则 取 # 一 一， 
结论 成 立 . 


若 任 意 i(0 之 i 之 n 一 D ,F(Z) 天 0, 则 由 F(0) +F( 二 ) Ly 
ni 


f(D 一 /00) = 0 知 ,FC0),F( 广 ),…,F() 中 必 有 相 邻 两 项 异 号 , 不 妨 设 
F( 二 ) ,EC ) 异 号 (0 之 jj 十 1 之 一 1), 由 零点 定理 知 ,存在 k€ ( 工 , 二 1) 
7 


己 (0,1) ,使 得 FCe) = 0, 即 f(s 十 一 ) = f(é). 


证 法 二 (1) 首先 证 明 : 若 困 数 f(x) 在 La,bj] 连续 ,xz ,YT EE [ao ,1， 
,是 任意 个 正 数 , 且 ) 十 j 十 … 十 必 一 1, 则 存在 6E [a, 人 ], 使 得 
FE) = Th) 十 … 十 MuFCzs)， 
事实 上 , 由 不 等 式 min {f(z)}) SCAT) 十 jz) 二 fC) < 
max{ f(xi)) 知 hy 十 入 Cz) 必 介 于 f(x) 在 La,bj] 的 两 个 也 
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数值 之 间 . 

由 介 值 性 定理 知 , 存在 € La,bj, 使 得 /(&) = 和 fr) 十 Af (zs) 二 
Fs 

(2) 其 次 证 明 本 题 结论 


当 n 1 时 , 令 Fr) = fxz 二 二) 一 fz)zE [01 一 过]， 


则 F(O) +FOT) + + FE) 一 0， 
7 
取 XI dl 二 加 
nn nn ni 


也 


并 注意 到 F(x) 在 [0,1 一 一 


F(E) = [FCO) F(T) i 十 F(C 一 )] 主页 
7. 


即 Fe 十 二) = Fe)， 
证 法 三 ”下面 用 反 证 法 证 明 当 交 盖 1 时 结论 也 成 立 ， 


令 a 二 ) = [0,2 一 ]， 


假设 存在 某 个 > 1 ,对 Vx € [0, 一 1] 来 说 ， F(z) = /zxz 十 于) 一 7(z) 天 


Qs 
因 F(x) 在 [0，,? 2 一 1] 连续 ， 由 零点 定理 知 ,F(x) 在 [0, 二 一 ] 不 变 号 ,不妨 设 
Fs) = ee 二 (2 法术 条 将 [0,2 一 ]， 
从 而 F(0) 一 f( 二 ) = 0 


Fly My= WEY Ss 0, 
n n n 


FC 一 ) = f(1) — 1 ly sd, 


从 而 f(0) 一 f( 二 -) 一 7 二 1 … < (2 Ey a FIYs 
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这 与 f(0) = 二 f(1) 矛盾 . 
例 1.5.4 若 函 数 f(x) 在 La,bj] 连续 , 且 对 Yx EE€ [a,0j,jy€ La,0j, 使 得 
yp) 过 寺 | f(z) 1, 则 38E [a,]], 使 得 f(8) 一 0. 
证 法 一 (致密 性 定理 ) 
由 已 知 条 件 ,对 任意 取 定 的 Xo € [a,bj, jx [3 [La ,Oo ,使 得 


[fz) |< FI 


对 区 二 | € [ay,p]， jxs E Las, 使 得 | f(z2) | 三 去 [f(z0)| 9 


[这 


由 此 构造 的 点 列 {z,)C [a, 轨 ,满足 | f(x) | 过 声 |fC) en 获 
limf(z,) 一 0， 

根据 致密 性 定理 ,1z,) 存在 收敛 子 列 {zu ), 设 limz。 = &€ [a, 们 ,于 是 

天 总 = lmflrn) 一 JimFay = 6 

证 法 二 (最 值 性 ) 

由 函数 f(x) 在 La,bj 连续 可 推 知 | f(x) | 在 La,b] 连续 , 故 | f(x) | 在 La ,oO 
有 最 小 值 m. 显然 加 三 0. 设 | 了 (8 | = 和 ELa Oo. 若 站 全 0, 由 已 知 条 件 , 3yE 
[La ,oO ,使 得 


1fOW)1<31f91= 人 到 之 m， 
这 与 m 是 最 小 值 蔬 盾 , 故 m= 0, 即 3&€ [a,b], 使 得 f(&) = 0. 
1.5.2 一 致 连续 性 


定义 1.5.1 f(x) 在 区 间 工 一 致 连续 指 的 是 : 
对 VE 0,， 习 人 二 0， VX ,Xe € 1s | a | 二 6, 有 |f(x) = fz) | 
关于 一 致 连续 的 等 价 陈 述 主要 包括 : 
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(1)f(z) 在 区 间 工 一 致 连续 全 对 区 间 工 上 任意 两 个 数列 {z)} ,2 和 全 当 lim(z 
一 %m) 一 0 时 ,就 有 lim[fCz,) 一 fy,)] 二 0;( 见 例 1.5.10) 

(2)f(x) 在 闭 区 间 La,6j 一 致 连续 全 FAz) 在 La,b] 连续 ; 

(3)f(z) 在 开 区 间 (a,6b) 一 致 连续 仿 f(z) 在 (a,b) 连续 ,是 f(a 十 0)、f(4b 一 0) 
存在 .( 见 例 1. 5. 5) 

这 三 个 等 价 陈述 是 函数 一 致 连续 性 的 基本 理论 ,必须 掌握 . 

例 1.5.5 (推广 的 Cantor( 康 托 ) 定理 ) 函数 f(z) 在 开 区 间 (a,6) 一 致 连续 的 
充 要 条 件 是 f(x) 在 (a,b) 连续 , 且 f(a 十 0)、f(b 一 0) 存在 . 

证 明 ”必要 性 ”因为 函数 f(x) 在 (a,4) 一 致 连续 , 故 f(z) 在 (a,b) 连续 ,并 


且 对 Ve > 0,38 > 0, 0 < ,Var € (eb), |zi -zr| < 6, 有 


[f(zi) 一 f(xs)| 二 ey 当 Yriyzxs € (aya 十 四 ,或 Vxi,xs E€ (5b 一 6,6), 因 有 
[zi 一 zz | 二 5, 进 而 | f(zi) 一 了 (xz)| 二 e, 根 据 Cauchy 收敛 准则 ,f(a 十 0)、f(5 一 
0) 存在 . 

充分 性 。” 因 f(a 十 0)、f(b 一 0) 存在 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 ， 


Ve 二 0， 3j0 > 0646; 一 和) ，s ts VA »o EE (asa 十 1) 及 V zi 2 E (pC— 


61,0), 有 |f(x) 一 f(x)|<e. 


因 函 数 f(x) 在 (a, 连续 ,从 而 f(x) 在 [a 十 全 ,4 一 号] 一 致 连续 ， 


故 对 上 述 s 二 0， 4 6, > 0,s. bE V zi a2 所 [ae 十 中 ,一 号 ] 且 |z 一 人 | < 部 
有 | Fz) 一 zs)|<e， 
取 6 = min{ 针 ,6,) , 则 对 Viyze €E (ab) 且 |zi 一 zz | 二 6 时 ,zx ,x 同时 属 


于 (aya 十 9)、(0 一 6,0)、[a 十 ,6 一 人 2] 这 三 个 区 间 中 的 一 个 ， 都 有 


fz) 一 fxs)| 二 se, 即 f(x) 在 (4a,b) 一 臻 连续. 
注 ”该 题 充分 性 的 另 一 证 法 是 利用 连续 延 拓 ,构造 函数 
flat+0), x=4a 
F(x) = 4 f(x), rE (a,b), 
f(0—0), z=b 
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则 F(z) 在 闭 区 间 [a,b] 连续 ,由 Cantor 定理 知 ,F(x) 在 闭 区 间 La,bj] 一 致 连 
续 , 从 而 f(x) 在 (a,0) 一 致 连续 . 

例 1.5.6 若 函 数 f(x) 在 La, 十 0) 连续 , 且 lim f(z) 存在 , 则 了 本数 f(x) 在 
[Le , 十 ce) 一 致 连续 且 有 界 .( 反 之 不 成 立 ,考察 f(x) = sinz 便 知 ). 

证 明 因 lim f(x) 存在 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 ， 

Ve>0,3M>a, 对 Vzz €E [M,+o0), 有 |f(x)— f(r)|<e. 

又 f(z) 在 [a,M 十 1] 一 致 连续 , 故 

对 上 述 e>0,30 >>0, 对 VzzsE [La M 十 ,| 二 一 妇 | 才 和 ,有 | f(zx1) 
一 jz ) |<e. 

取 6== min{61,1} ,对 YmyzeE[ra,+c=o), 当 lz 一 xz 天 6 时 ,zivzs 会 同时 
属于 LM, 二 <e) 或 Le,M 十 1]( 如 果 zi ,zs 分别 属于 [M, + =) 与 La,M 十 1], 将 导 
致 | zi 一 zx | 宇 1), 进 而 可 推 知 | FCz) 一 oz)1<s, 即 FGz) 在 [ae, 二 co) 一 致 连 
续 . 

再 由 lim f(x) 存在 的 局 部 有 界 性 知 , 3M, > a, 使 得 f(x) 在 LM ,十 ce) 有 
界 , jz) 的 连续 性 又 区 含 着 jz) 在 Le, Mo] 有 界 , 从 而 JCz) 是 Le, 十 cs) 上 的 有 界 
函数 ， 

由 例 1.5.5 及 例 1.5.6 可 总 结 出 如 下 有 用 的 命题 : 

命题 ”着 函 数 f(x) 在 区 间 了 连续 , 且 在 了 的 端点 处 相应 单 侧 极限 存在 , 则 
f(z) 在 区 间 了 一 致 连续 且 有 界 . 

利用 该 命题 处 理 下 面 的 结论 显得 很 轻松 . 

例 1.5.7 (1) 若 函数 f(x) 在 [a, 十 吕 ) 连续 ,g(x) 在 [a, 十 cc) 一 致 连续 , 且 
Jim [f(x) 一 g(x)] 存在 , 则 f(z) 在 [a, 二) 一 致 连续 . 

(2) 车 函数 f(x) 在 La, 十) 连续 ,y 二 kr 十 5 为 f(x) 的 渐 近 线 , 则 f(z) 在 
[ao , 十 ce) 一 致 连续 . 

证 明 (1) 令 F(x)= f(x) — g(x) ,x € La, oo), 

则 F(x) 在 [a, 十 22) 连续 且 lim F(z) 存在 ,于 是 F(x) = f(x) 一 g(x) 在 [a， 
十 co) 一 臻 连续, 又 g(x) 在 [a, 十 ce) 一 臻 连续, 故 f(x) = F(x) 十 g(x) 在 [a， 
十 cc) 一 致 连续 . 
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(2) 令 g(r) 一色 十 bzE[a, 十 ceo)， 

则 g(x) 在 [a, 十 >) 一 致 连续 , 且 lim [f(x) 一 g(x)] = 0, 由 (1) 可 知 结论 成 
立 ， 

例 1. 5.8( 衔 接 区 间 的 一 致 连续 性 ) 函数 f(x) 在 [a, + cc) 一 致 连续 充 要 条 件 
是 ,f(z) 在 La,0j,[6, 十 20) 分 别 一 致 连续 . 

证 明 仅 证 充分 性 . 

因为 f(z) 在 Le ,g,L, 十 se) 一 致 连续 , 故 Ye 记 0,3 抽 6 这 0,Vxi,xs € La， 
中 或 Yzivzs € [ob, 十 0) ,并且 |xzi 一 zz | 二 61, 就 有 |f(x1) 一 f(xs) | 二 se. 

又 f(x) 在 0 连续 , 故 对 上 述 e 二 0, 3 这 0,Vzrivrs EE (4 一 6.0 十 6), 有 
| Foz) 一 xz)| 一 es， 

取 6 = 二 min{61,6s}, 对 Vzxiszx: € [La 十 ce), 且 |z 一 到 
| Fr 一 xz)| 一 es, 从 而 函数 f(x) 在 [a, 十 ce) 一 致 连续 . 

例 1.5.9 证 明 下 列 问题 

(1) 车 函 数 f(z) 在 区 间 工 上 满足 ， 

3M>o,Vzzs €E 1 有 |f(r)— fr) |<M g(r) — g(xs)|", 

其 中 g(x) 在 区 间 了 一 致 连续 ,a 二 0, 则 f(x) 在 区 间 了 I 一 致 连续 . 

(2) 若 ax 之 0, 丽 数 f(x) 在 区 间 工 上 满足 ax 阶 Lipschitz 条 件 : 

3M>0,Yziz ET 有 |7z) 一 rz)| 委 MI|z 一 阅 | 

则 f(z) 在 区 间 工 一 致 连续 ， 

(3) 若 函 数 f(x) 在 区 间 工 上 的 导 函 数 广 (z) 有 界 , 则 f(z) 在 区 间 1 一 致 连续 . 

证 明 (1) 因 g(Cz) 在 区 间 工 一 致 连续 , 故 对 Ve 盖 0,38 二 0,YVzzs ET， 


二 6 时, 就 有 


县 | 二流 | 过 六 第 |g) 一 B 宣 让 之 (NN 
进而 | f(z) 一 f(x) | M |g(r) — g(x) 
(2) 在 (1) 中 令 g(7) 二 x , 则 g(x) 二 z+ 在 区 间 1 一致 连续 ,由 (1) 可 推 知 结论 . 
或 者 如 下 证 明 : 对 Ve>0,36=(e/MD)* 守 0,Vrvri El,H|z 一 z,|<=6, 
有 | fz) 一 frz)| 达 Mj|zi 一 zo] 二 ee, 即 f(x) 在 区 间 工 一 致 连续 . 
(3) 六 (7z) 在 区 间 工 有 界 , 即 3M 二 0,YzETI 有 | f(x) | 过 MM,， 
由 Lagrange 中 值 定理 知 , Vizs ET fr 一 f(x)|=|f(8|| zz 


“<<e, 即 Fz) 在 区 间 工 一 臻 
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例 1.5.10 ”函数 f(z) 在 区 间 工 上 一 致 连续 的 充分 必要 条 件 是 对 区 间 工 上 任 
意 两 个 数列 {zx1},{y,}, 当 lim(z, 一 yw) 一 0 时 ,就 有 lim[ f(x,) — f(y,)] = 0. 
证 明 ”必要 性 ” 任 取 {x,},{y,} CC 1,Hlimz, = Y) 一 0. 
因 f(x) 在 1 上 一 致 连续 , 故 
对 Ve>>0,38>0,Yxzrz €E TH Iz mz|<6, 有 |f(x) — f(x)|<e. 
Klim(x, 一 yy) 二 0, 故 
对 上 述 人 盖 0, 了 NE N;:, V72D> Ni 一 四 | 去 $, 进 而 | f(x,) — f(y,)|=e, 
即 lim[ f(x,) — f(y,)] = 0. 
充分 性 ( 反 证 法 ) 
假设 f(x) 在 区 间 工 上 非 一 致 连续 , 即 
je >0,YS>>0,3jxzzrs E 也 虽然 |z 一 zo | 过 5, 但 是 | f(x) 一 f(zx2)| 宇 @. 
1 


令 人 一 一 1],2,……， 


则 zy € Lz |< 有 |f(2) 一 Fe 

如 此 得 到 的 数列 满足 lim(x， — y,) 一 0, 但 lim[f(z,) 一 f(y,)] 关 0, 了 矛盾 . 

注 例 1.5.10 可 视 作 函数 一 致 连续 性 的 Heine( 海 涅 ) 定理 ,其 证 法 和 用 法 与 
函数 极限 的 Heine 定理 类 似 . 

出 看 前 面 的 命题 : 若 羡 数 f(x) 在 区 间 工 连续 , 且 在 工 的 端点 处 相应 单 侧 极限 存 
在 , 则 f(x) 在 区 间 工 一 致 连续 且 有 界 .有 了 这 个 命题 , 当 我 们 讨论 区 间 工 上 的 连续 
果 数 的 一 致 连续 性 时 ,往往 会 在 端点 处 下 功夫 . 特别 是 ,对 于 某 区 间 工 上 连续 而 非 
一 致 连续 的 函数 而 言 , 造 成 非 一 致 连续 的 原因 一 定 是 该 函数 在 区 间 了 的 某 个 端点 
附近 不 够 "平缓 ”, 即 函数 在 端点 局 部 的 剧烈 变化 破坏 了 一 致 连续 这 一 整体 性 质 . 

例如 f(z) = sin 上 ,rz E (0, 十) ,在 0 附近 变化 剧烈 ,在 0 附近 选取 


1 
272r 十 二 


一 过 = 
n 2 nn .yn 


既 能 证 出 imsin 二 不 存在 ,又 能 说 明 /(z) = sin 二 在 (0, + =) 非 一 臻 连续. 
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髓 如, f(z) = lnr,x € (0， 十 ce) ,由 于 有 1limlnz 二 一 , 故 lInx 在 (0, 十 co) 非 


一 致 连续 . 
在 0 附近 选取 zx, 二 e™”,y, 二 ee“ , 亦 能 说 明 Inz 在 (0, 十 吕 ) 非 一 致 连续 ， 
例 1.5.11 函数 f(x) = x 在 [0, 二 22) 上 ,(1) 当 0 二 a 牵 1 时 一 致 连续 ，; 
(2) 当 a > 1 时 非 一 致 连续 . 
证 明 ”对 于 (1), 我 们 提供 如 下 两 种 证 法 . 
证 法 一 ”[0, 十 吕 ) = [0,1] U [1, 十 避 ), 由 康 托 定理 知 ,f(x) = x? 在 [0,1] 
一 致 连续 .下 证 f(x) = xz" 在 [1, 十 吕 ) 上 的 一 致 连续 性 . 
事实 上 , 当 a 二 1 时 ,f(x) 一 工 显然 在 L1, 十 中) 一致 连 续 ; 
当 0<e<<1 时 ,由 三 (z) = az 在 [1, 十) 连续 , 且 lim ar 一 0 可 推 知 
了 f(x) 一 arc 在 [1, 十 cc) 有 界 ( 见 例 1.5.6) ,进而 f(x) = x' 在 [1, 十 o2) 一 致 连 
续 ( 见 例 1. 5. 9). 
因为 f(x) = x 分别 在 [0,1j],[1, 十 %) 一 致 连续 , 故 f(x) 三 袜 在 [0, 十 co) 
一 致 连续 ( 见 例 1.5.8) 
证 法 二 首先 证 明 当 0 二 a 三 1 时 ,对 Yzx,z Er[Lo, 二 ce), 有 不 等 式 
(i 十 Xs)" 志 Xi 十 x3 Ci B13 
当 a 二 1 或 xz,zs 至 少 有 一 个 为 零 时 ,(1.5.1) 式 显然 成 立 ; 
当 0 < 二 a 二 1 且 zx ,zz 都 不 为 零 时 , (zz 十 X22) 寺 xT,(zi 十 X22)" 人 11， 
进而 , 《xi 十 Xo)* = (zi 十 Xz2)"! (xi 十 zs) 
一 2 (Ti 十 xX)" 十 Xo (Xi 十 X20) 之 x 十 ， 
故 不 等 式 (1. 5.1) 成 立 . 
其 次 证 明 当 0 二 a 过 1 时 ,对 Yxi,xs € [0o, 十 co), 有 不 等 式 
[ziti—zi|< |z mz | CL 5 2 
对 Yrivrs ELo, 十 co), 不 妨 设 zi > zy, 则 冯 = [C(x 一 Zz) 十 xz] 去 
(zi 一 za) "十 好 :从 而 刀 一 双 委 (zi 一 z), 即 式 (1.5.2) 成 立 . 
对 于 式 (1.5.2) ,就 是 例 1. 5.9 指 出 的 a 阶 Lipschitz 条件, 故 f(z) = x? 在 [0， 
一 致 连续 . 
对 于 (2) ,我 们 提供 如 下 两 种 证 法 . 
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1 
一 nw ,虽然 


人 二 站 1 这 ;Yn 


证 法 一 令 
lim(Cz, 一 和 ) 一 jlimL(z 十 Le 二 zi] 三 limn® L(1 十 二 1] 
wn 
人 n = (一 下 
Le cy 二 人) 本 
n 
Qi 


p 


但 是 lim[Lf(z) 一 fy,)] 二 1 关 0, 因 此 当 a 二 1 时 f(x) 二 x 在 [0, 十 wo) 非 


一 致 连续 . 
证 法 二 只 需 证 de >0,Y6 二 0,， jx ,2 E [0, 十 oo) , |x 一 Z| 二 5 有 
[f(x1) — flx2) | 6. 
因 当 a 二 1 时 lim f(z) 一 lim ar 一 十 ce , 故 
对 Y6>0,3M>0, 当 z> M 时 ,有 (xz) > 全 ， 


这 时 取 zzs 二 M 且 人 5 < |zi 一 zz | 过 6, 就 有 
个 1 


> 
人 2 


[f(z)— fz)|= fF (0) | zz 一 2 


再 取 s 二 一 即 可 . 


上 述 证 法 二 可 以 抽象 出 如 下 一 般 性 命题 : 
函数 f(x) 在 [a, 十 2) 可 导 且 lim 天 (X) = 十 2, 则 f(x) 在 [a, 十 %) 非 一 臻 


连续 . 
例 1.5.12 设 函 数 f(x) 在 区 间 (0,1] 可 导 , limx!“f/'(z) 二 A( 有 限 数 ) ,其 


中 0 二 a 过 1. 求 证 f(x) 在 区 间 (0,1] 一致 连续 . 


证 明 ”因为 limxz' “f(x) = 二 A, 故 
3M>0,360(0<6 <1), 当 0<zxz<h 时 ,有 |z'™*f' (x)| 志 MM. 


现任 取 壕 ， ,Ta EE (0,0 ,不妨 设 mr 二 zz 由 Cauchy 中 值 定 理 知 ， 本 和 :7 << 


Xl ,使 得 
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站 一 | 
X12 a 9 
从 而 [f(z) — fz) 1S MIz — #1(< TM Iz — zs1") 
a a 


由 此 推 知 Fz) 在 (0,6] 上 一 致 连续 ,另外 Foz) 在 [2 ,1] 也 能 做 到 一 致 连续 ， 
故 f(x) 在 区 间 (0,1] 一 致 连续 . 


思考 题 1.5 


1. 判别 函数 f(x) = 在 (一 cc, 十 cc) 上 的 一 致 连续 性 . 
2. 判断 下 列 函 数 在 指定 区 间 上 的 一 致 连续 性 : 


(1) f(z) 


sin 过, E tO)s COACEY = 8 wz E (= 00 oo) 


(OFC Sniz€E (0 +o (7)FCEY = zsin ,x E (0, + 00); 


(3)f(7x)= sin(xrsinr) ,rE (0 十 ce) 08) f(x) = arctanr rx € (一 co 十 cc); 


(4)f(x) =e’,r EL0,++o); (9) jz) = V+r rE (一 co, 十 cc); 
(5)FCxzr) 一 sinzizE (一 ceo, 十 co);(10) f(x) 一 cosVzrzE (一 c, 十 co). 


3. 证 明 下 面 三 个 命题 : 

(1) 设 函 数 f(x) 为 (a,6) 上 的 连续 单调 有 界 函 数 , 则 f(x) 在 (a.0) 一致 连续 ; 

(2) 设 函 数 f(x) 为 (a,b) 上 有 上 界 的 凸 函 数 , 则 f(z) 在 (a,b) 一 致 连 续 ; 

(3) 设 隐 数 f(x) 为 (a,0b) 上 的 可 导 函 数 , 且 lim f(x) 与 lim 了 f(x) 都 存在 , 则 
f(x) 在 (a,0) 一 致 连续 . 

4. 设 函 数 f(x) 在 [0, 十 2) 上 一 臻 连续 , 且 对 YxE€[0, 十 2) ,都 有 数列 极限 
limf(n + zx) 二 0, 求 证， lim 天 (2 一 站。 

5. 设 函数 f(x) 在 L0, + =e) 上 一 致 连续 , 且 对 Yx > 0, 都 有 数列 极限 
limf (nz) 二 0; 求证 : lim fx) = 0, 
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1.6 多 元 函数 极限 与 连续 


1.6.1 坐标 平面 R* 中 的 序列 极限 的 概念 


我 们 在 坐标 平面 R* 建立 序列 极限 的 概念 . 

定义 1.6.1 点 列 {P,} 收敛 于 已, 指 的 是 :oCP,,P) 一 002 一 ce) , 记 作 limP， 一 
PP 或 简单 地 记 作 P, 一 Po. Po 称 为 {P,) 的 极限 . 

注 ”点 列 {P,) 如 果 收 敛 , 则 其 极限 是 唯一 的 . 又 车 {P,}) 收敛 到 PP,, 则 {P,} 的 
任 一 子 列 { P，} 也 收敛 到 P. 

这 里 顺便 再 强调 一 下 距离 和 邻 域 等 相关 概念 . 

设 P,P,€ R’ ,坐标 分 别 是 (zi,y1),(xzys) ,Pi,P; 的 距离 定义 为 : 


pCPi, Pi) = 

点 Po(xo ,yo) 的 6 邻 域 有 两 种 : 

UCP,,6) = {(x,y)| 
域 )， 

UC(P, ,6) 


) 二 6;'YV (x,y) ER ( 圆 形 邻 


(二 一 各 六 十 (3 一 


{Cy [x|— | 一 0， |y— yx |< 6,Y (we,y) 和 外 R (方形 邻 域 ); 


| 


UP, ,6) 
空心 邻 域 ); 

U(P, 6) 一 {(zyy)|zl 一 za| 二 0,|y 一 由 | 二 DCzy) 闫 (zo)}( 方 形 空 
心 邻 域 ). 

平面 点 集 己 R* 的 直径 定义 为 

ad(E) = i 
与 一 维 情形 一 样 ,平面 点 集 正 有 界 当 且 仅 当 巨 的 直径 d (CE) 一 十 =c. 
定义 1.6.2 设 ECR,E 关 信 ,Po € R. Ps 是 EE 的 从 点 指 的 是 
V6 记 0,U(Ps,6) 由 EE 关 久 ,EE 是 闭 集 指 的 是 E 的 聚 点 都 属于 E. 

此 外 ,P, 是 瑟 的 界 点 指 的 是 Y6 盖 0,UCP, ,5) 中 既 有 属于 玉 的 点 ,又 有 不 属于 

瑟 的 点 ,下 的 全 部 界 点 所 成 之 集 称 为 E 的 边界 , 记 作 9E. 


| 


(Xx) 十 (y 一 yy) 二 86:VYV (xz,y) EER}( 圆 形 


{(z,y)|0 = ; 
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例 1.6.1 设 {1P,),{Q,}) 是 R? 中 的 点 列 , 且 PP, 一 P,Q, 一 QQ,, 则 p(P,,Q,) 一 
ol P, ,Q,)， 

利用 不 等 式 |p(Pi,P;) 一 pC(P;,P,)| 达 pC(Pi,P;) 十 p(P;.P,), 其 中 YP,(i= 
1,2,3,4) € R’ ,可 以 证 明 该 结论 . 

聚 点 , 闭 集 可 用 点 列 刻 划 ,如 例 1. 6. 2 所 示 . 

例 1.6.2 (1)P, 是 EE 的 聚 点 当 且 仅 当 E 中 存在 互 异 点 列 {P,),P, 关 PP, ,使 得 
limP, = P,; 

(2)E 是 闭 集 当 且 仅 当 对 E 中 任意 点 列 {P,} ' 且 limP， 一 Ps, 都 有 PE 五 . 

证 明 〈1) 充分 性 显然 ,下 证 必要 性 . 

因 P, 是 已 的 聚 点 , 故 Y6 之 0,U(P,,6) 门下 地 人 ， 


取 6 一 1,3P EUCP,,1) NE, 

取 6, = min{ 广 ,op(Pi, Pi)}, 3P: EU(P,,6) NE, 
一 般 地 ， 

取 86, = {Tp(P,1, Po)}, 3P, € UCP,6,) NN E, 


如 此 构造 的 点 列 {P,} 符合 要 求 . 

(2) 充分 性 

设 P, 是 已 的 聚 点 ,由 (1) 的 必要 性 知 ,存在 玉 中 互 异 点 列 {P,) ,PP 关 Pu, 使 得 
limP, 二 P, ,再 由 充分 性 条 件 知 ,PE ,由 闭 集 定义 知 ,EE 是 闭 集 . 

对 正中 任意 点 列 {P,}, 且 limP, = P。， 

车 点 列 {P,) 中 有 与 P, 相同 的 项 , 则 PE EE; 

若 {P,} 中 没有 与 P, 相同 的 项 , 则 存在 互 异 子 列 {P，} ,P， 尖 P,, 有 limP,, 一 
P, ,由 (1) 的 充分 性 知 P, 是 巨 的 聚 点 ,又 世 是 闭 集 , 故 仍 有 PE EE. 

例 1.6.3 设 FCR ,证 明 :E U9E 为 闭 集 . 

证 明 设 P, 是 EU 9E 的 聚 点 , 往 证 P。€ EU 3E. 

车 P, € E, 则 P,€ EU3aE. 
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若 Pu 人 E, 则 由 P, 是 EU 9E 的 聚 点 知 , y6 之 0,I3P; EU(P,,6) 由 (EU 
aE). 

车 P; € EE, 则 UCP。,6) 中 既 有 属于 的 点 (PE€ EE), 又 有 不 属于 的 点 (P。 
人 E). 

车 P; 4 EF, 则 PE 9E. 当 e 充分 小 时 ,U(P;,e) CU(P,,6),U(P;,e) 中 既 有 
属于 EE 的 点 ,又 有 不 属于 EE 的 点 ,从 市 U(P,,6) 中 既 有 属于 EE 的 点 ,又 有 不 属于 上 
的 点 . 总 之 ,V6 这 0,U(P,,6) 中 既 有 属于 巨 的 点 ,又 有 不 属于 下 的 点 ,Pu E 9 已 所 
EU oaE. 

R- 中 的 聚 点 定理 叙述 为 有 界 无 限 点 集 至 少 有 一 个 聚 点 . 

利用 聚 点 的 等 价 定义 ( 例 1.6.2(1)), 可 将 上 述 定 理 叙 述 为 致密 性 定理 :有 界 
点 列 必 有 收敛 子 列 . 

下 面 的 例 1, 6.4 是 对 致密 性 定理 以 及 本 节 关 键 知识 点 的 综合 应 用 . 

例 1.6.4 设 ECR 是 有 界 闭 集 , 证 明 ; 存 在 P,P; € ,使 得 p(Pi,P,) = 
d(E). 


证 明 ” 因 d(E) 一 ,sup_p(Pi,P,), 故 对 e 一方 (一 1,2,…),3P,,Q, € 
"1"P2a EE 
,使 得 
d(E)— <p(P,,Q) < dE). 


EE 是 有 界 的 , 故 {P,}{Q,) 为 有 界 点 列 , 从 而 有 收敛 子 列 (两 个 收敛 子 列 的 足 标 
还 能 够 做 到 相同 ){P,){Q, ) , 且 
d(E)—T <pP, Qs) < d(E). 
设 limP,, = Pi,limQ, = 已, 则 poCPQ.) 一 pCP,P)(- =), 对 上 述 不 
等 式 取 &A-> cc 得,p(P1,P;) = d(E). 又 EE 是 闭 的 , 故 还 有 Pi,P, € 开 上 . 
1.6.2 多 元 函数 极限 


定义 1.6.3 设 /(P) 在 平面 点 集 D 上 有 定义 ,P, 是 了 的 聚 点 . 若 
Ve>0,36>0,YVPEU(P,,6) ND, 有 |f(P)— A|<e 
则 称 A(P) 在 点 Po 存在 极限 A, 记 作 limf(P) 一 A. 


0 
PED 
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当 用 (zy),(Czo,yi) 表 示 己 和 Pu 的 坐标 时 ,二 元 函数 极限 (又 称 二 重 极限 ) 刻 
划 为 : 


lim f(x,y) = A 全 VEe 二 0， jd>0,V (zx,y) 和 万 , 且 | 光一 0 | 一 人 ， | 二 | =6, 


(Xsy) 关 (xosyo),; 有 |f(zx,y) 一 A| 二 ge. 

注意 这 里 的 “|z 一 zo | 过 6,|y 一 | 过 6,(x,y) 天 (Czoyyo)” 

不 能 用 “0 二 |zx 一 | 二 6,0 二 |y 一 y | 二 6” 来 玩 换 , 但 能 用 “0 去 
V(X 一 x0) 十 (y 一 yo)” < 之 6” 替换 . 

例 1.6.5 证 明 lim (x 十 zy 十 冯 ) 一 ?7. 

证 法 一 采用 方 邻 域 . 
因 | xy 二 六 一 ?了 | 二 | zz 一 4 十 (zy 一 2 二 (2 一 17 | 


二 | (二 24 一 加 十 zy 一 了 十 (x 一 2 十 (y 十 Dy 一 1) | 
a ed 0 
限制 {Cz,y)||z 一 2| 二 1,1y 一 1| 二 2, 则 
| 福士 引 王 |z 一 2 十 引 过 |z 一 下 十 三 < 6， 
|z 十 y 十 1| = |z 一 2 十 y 一 1 十 4| 和 受 |z 一 2| 十 |y 一 1| 二 4 到 6， 
于 是 , |x 十 zy 十 y 一 7| 志 6(|x 一 2| 十 |y 一 1|)， 


对 Ve 二 0, 取 6 二 min{1,}; 则 当 |z 一 2|<6,|y 一 1|<6,(zx,y) 天 {201) 


时 ,有 |z* 十 xy 十 yy 一 7| 二 6 X26= 126 过 @， 
即 lim (zx? 二 xy 十 y) 一 7， 


Caro) otavly 
证 法 二 “采用 圆 邻 域 . 令 工 二 2 十 pocosg,y 王 1 十 psinbg(oE (0, 十 cc),0E [0， 
2x]), 则 


(zy) > (2,1)ep -0,(o 一 VC 一 2 十 (y 一 19) 
如 十 zy 十 六 一 7 | 二 | (2 十 peos9)* 十 (2 十 pcosg)(1 二 psing) 十 (1 十 psing)? 一 7 | 


=|p Tp cosOsind 十 5ocosg 十 4osing | 
过 2p 十 9p 过 11p( 限 制 0 二 p 过 1). 


对 Ve 二 0, 取 8 二 min{1, 育 }' 当 0<p= V(x 一 2 十 (y 一 1)”< 之 6 时 ,有 
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Ed 甬 《十 部 二 扩 一 天 
怠 
例 1.6.6 设 函数 /zy) 一 六 二 六 ,分 别 在 Di 一 | (zy)||y| 二 x } 和 


D, Ss {x,y)| Cr,y) 天 0} 两 个 不 同 定 义 范 围 内 研究 区 im /Ty). 
解 ” 当 (xz,y) €E Di = {ry)||y | 二 x} 时， 


3z2 一 y 4y’ 4|y|x 
2 二 一 3| 一 有 < 4 


从 而 推 得 lim f(xiy) = 0. 
当 (zx,y) ED = 二 {zoy)|(zxyy) 关 0} 时 , 取 y= 二 有 妈 , 则 


3—k’ $= 
im f(z = lim1 一 TA 


y= kr 


例 1.6.7 求 下 列 极限 


3 二 全 ,说明 此 时 lim ，/(zx,y) 不 存在 . 


(1) lim yy 和 于 (2) lim (zz 十 yy 


(Urry) -et0.0) er Vy (rry) (0,0) 


解 (1) 令 z= pcos0,y 二 psin9, 则 


Se 元 2 三 到 二 有 一 ] 
we Ty = lim 47 “sin40 = 0. 


pre0 
(2) 令 工 = pcos0,y 三 osin0, 则 
im 2252in(z2 二 只) im 2p! cos: psin2 
lim {ze” = ec | ”= e pp 
其 中 ， di lnp = 二 0, 这 里 p= Vx 十 y. 
例 1.6.8 讨论 下 列 极 限 的 存在 性 
cly 六 Ry lah, lin nl 5) Ta Ty 
ee ee 十 (x ps y) a 2 十 yy 让 fry a ) 广 十 六 
, 2 2 Rk? x 
bY 
解 7 0 Rr (1k) 
1 hk? x” l,k 1 
es r+ (lk): 0,k 尖 ] 


沿 不 同 直 线路 径 趋 于 原点 时 极限 不 同 , 故 极限 (1) 不 存在 . 
y 十 y = 2 y 十 i 


， 5 sh i 站 光 下 1 4 he PS 3 
全 br jim 2 元 十 :六 a Dr 2 ,lim li 2z 二 yi lm yy 
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一 1, 两 个 累 次 极限 存在 但 不 等 , 故 极限 (2) 不 存在 . 


G) lim -2 = lim 大 =0， lim 一 > = 1 , 沿 不 同 路 径 
赴 闵 zx0 了 人 Ey a r=0 让 


YY 一 工 


趋 于 原点 时 极限 不 同 , 故 极限 (3) 不 存在 ， 
1.6.3 多 元 连续 函数 


定义 1.6.4 设 f 在 DCR 有 定义 ,f 在 D 上 连续 指 的 是 
Vp, ED,YVe>0,36>0,YP EU(P,,6) ND, 有 |f(P)— f(P) | e. 


注 DD 中 的 点 要 么 是 DD 的 聚 点 ,要 么 是 DD 的 孤立 点 . 
如 果 f(z,y) 在 点 (zo ,yo) 的 某 邻 域 有 定义 , 限 数 f(r,y) 在 (x ,yo) 的 全 增 量 


Az = jxzo 十 Aryyo 十 Ay) 一 Crzovyo) 
则 f(x,y) 在 点 Pu(Czuyw) 连续 全 limAx = 二 0, 这 里 op == VAzx? 十 Ay. 

定义 1.6.5 了 在 D 上 一 致 连续 指 的 是 

Ye>0,36% >0,VP’,P ED,HB op(P’,P)<B 有 |f(P)— fF(P)|<e. 

例 1.6.9 设 f(r,y) 在 R* 上 有 定义 , 且 分 别 关 于 x 和 yy 连续 ,关于 xz 是 单调 
递增 的 , 则 f(x,y) 在 R 连续 . 

证 明 对 VCr)ER ,由 f(x,y) 在 R 上 分 别 关 于 x 和 yy 连续 , 推 知 
f(x,yo) 在 zo 处 连续 , 即 Ye 二 0,36 这 >0, 有 f(xosy) 一 e 过 f(zwo 圭 61,0) 二 
f(xos Yo) Te. 

又 f(zwo 十 i ，y) ,f(zo 一 人 ,yy) 在 yo 连续 ,对 上 述 e 二 0,36 放 0, 当 | y 一 » | 二 
6 时 ,有 

Frz 士 No) 一 < fozo 士 yy) < fro td ,yo) te. 

取 人 = min{8l ,9 ), 当 | 并 一 mr y 一 y6 | 二 6 时 ,由 上 述 及 f(x,y) 关 于 x 
单调 递增 知 ， 
fr frotoy) SC frotoy) < fr td,y) He fro,y) + 2e. 

同 理 f(z,y) > f(zo,yyo) 一 2e, 就 有 | f(x,y) 一 f(xo,y6) | 过 2e. 

综 上 ,f(x,y) 在 R 连续 . 

例 1.6.10 设 f 在 有 界 开 集 D CC R* 上 一 致 连续 , 则 太 在 D 上 有 界 . 
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证 明 ”因为 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 一 定 有 界 , 故 只 需 让 可 连续 延 拓 到 D U 
aD( 根 据 例 1.6.3,D U 9D 为 有 界 闭 集 ). 
以 下 分 两 步 让 明 ， 
(1) 证 明 当 PE 9D 时 , limf (P) 存在 ,并 由 此 构造 有 界 闭 集 D U 3D 上 函数 
F(P). 因 了 在 D 上 一 臻 连续, 故 
Ve>0,36>0,YP',P € D, 有 有 olP’,P) TH 有 |f(P)—fP)|<e 
(1.6.1) 


对 于 PE 3D( 开 集 万 的 边界 点 必 为 的 聚 点 ), 取 上 = 分,( 对 VP, eaD 是 


一 致 的 ), 则 
对 YP',P EUCP, 0 mmD, 有 p(P',P) 过 o(P' ,Pu 二 poCP,P) < 6,, 
进而 | f(P') 一 f(P) | 过 ,于 是 

Ve>0,36 >0,VP, € 9D,YVP',P EU(P,,G) N D, 有 


| f(P)—f(P) | 天 se C1 6.2) 
由 Cauchy 准则 知 , lim 了 (了 P) 存在 . 
PE 及 
FCPYs PE€ED 
构造 函数 FCP) = limf (Q), Pe ap 


\IQED 


(2) 证 明 F(P) 在 有 界 闭 集 D U 9D 上 连续 ， 
对 YP,，ED J 了 U3aD,( 往 证 lim F(P) = F(P,)) 
pe DNID 
当 P, ED 时 ,jJU(P,) CD, 从 市 
lim F(P) = lim 大) = f(P,) = FCP,), 
Pe pNap PEeUt Pp,) 
当 PE 9D 时 ,在 式 (1.6.2) 中 ,固定 P E UCP,,o) 站 D; 令 PP,, 因 
lim fCP") 二 F(Po), 就 有 |f(P') 一 F(P,) | 过 ee, 即 
pep 
Ye>0,36 >0,YVP, € 9D,YP EU(P,,d) N D, 有 
|f(P’)—F(P,)|<e (1. 6. 3) 
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取 6 一 分, 任 取 P' EUCP,,6) 由 DD 并 周 定 ;对 YPEUCP,,8) 由 (DU aD)， 


因 pCP,P') 之 pC(P,Po) 十 p(P' ,Po) 二 1 二 06, 故 
车 PED, 由 P,P' ED 且 p(P,P') 二 6, 及 式 (1.6.1) 推 得 
IF(P)— f(P)|= |f(P)— fF(P)|<e. 
车 PE 3D, 由 olP,P') 二 6 推 知 P' EU(P,6,) 门 D, 再 据 式 (1.6.3) 推 得 
|FCP) 一 CCP | 委 e 
再 由 PE U(P,,6) 由 | DCUCP,,61) 由 DD 及 式 (1.6.3) 推 得 
| APCP) —F(P)|<e 
从 而 IFCP)— FC(P)|Z IFCP) — fCP YI+ |fCP) — FCOP,) | 2 
Ve>0,36>0,YPEU(P,,G) NN (DUID), 有 | F(P)—F(P,) |< 2e, 
于 是 lim F(P) = F(P,). 


二 
综 上 ,F(CP) 在 Po (无 论 P,E9D, 还 是 Pu,E3D) 连 续 , 从 而 下 (P) 在 有 界 闭 集 
DUaD 上 连续 . 


进一步 ,F(P) 在 DU3D 上 有 界 , 由 于 在 D 上 F == f, 所 以 f 在 D 上 有 界 . 
思考 题 1.6 


Xsin 1 ns Zy 天 0 


1. 证明: 函数 f(x,y) = 了 在 原点 (0,0) 的 极限 
0， Zy 一 0 
是 名 
2. 求 下 列 极限 : 
T 2 . XYy 
(1) dim, 人 zs(0 > 2);(2) 人 lim ， -区 
3. 证 明 下 列 极限 不 存在 : 
， 2 ZY . 6 yl 
(1) di, ,, 区 十 六 (2) a 让 ;(3) (Cz， im CT Ty 


4. 若 在 开 区 域 D 上 ,函数 f(x,y) 关于 x 连续 , 且 满 足 条 件 V(x ,yi),(x,y;) 
E D,3L>0, 使 得 | f(z,y) 一 了 zyys)| 志 Liyi 一 上 | , 则 f(z,y) 在 D 上 连续 . 


第 2 章 级 数 与 无 穷 积 分 


本 章 内 容 分 为 四 节 介绍 ,第 一 节 介 绍 与 数 项 级 数 .无 穷 积分 的 敛 散 性 有 关 的 一 
些 例子 ;第 二 节 是 丽 数 项 级 数 与 含 参量 无 穷 积 分 的 一 致 收敛 性 问题 ;第 三 节 叙 述 了 
一 致 收 伍 与 分 析 性 质 的 密切 联系 ;第 四 节 是 震级 数 的 内 容 
2.1 数 项 级 数 与 无 穷 积 分 的 敛 散 性 
本 节 介 绍 数 项 级 数 的 敛 散 性 以 及 一 些 典型 的 例子 ,在 无 穷 积分 的 敛 散 性 方面 ， 
我 们 仅 给 出 当 无 穷 积 分 收敛 时 被 积 丽 数 在 无 穷 远 处 极限 为 零 的 一 些 充分 条 件 


2.1.1 数 项 级 数 的 伍 散 性 

1. 数 项 级 数 敛 散 性 概念 的 应 用 

根据 数 项 级 数 的 敛 散 性 的 概念 ， > wu, 收敛 和 发 散 转化 为 其 部 分 和 数列 {S, = 
we ) 的 收敛 和 发 散 


例 2.1.1 求 级 数 了 一 的 和 . 


解法 一 ( 裂 项 相 消 ) 
2a—1 3n— nl nn N+tl 
3 3" 3 
S = 2—14.2X2—1. + 
2 2 3 72 1 十 1 区- 十 并 
三 TD 一半 ( 这 一 第: | 至 二 > 
( 了 直人 wt 3 le 37 


S = lims, = lim (1 -= 1. 


nn 
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表 2-1 


limS, = lim Du = S, 即 Ve>0, 
3NEN, ,Vn>N, 有 |S, 一 S|<e, 


称 > iw 收敛 于 S. 


Cauchy 
准则 
收敛 


yw 收 伍 吕 Ve>>0,3NE Ni,Vn 
=】 


ntp 
>N.vpE€ N,, 有 | Du =e 
k 


=mtl 


若 》 | ww | 收 笋 , 则 yw (绝对 ) 收 伍 ， 
m] n=} 


| 狄 利 
判别 


车 岂可 以 分 解 为 4 三 wp ,其 中 fa,} 单 

调 趋 于 0,{B, 二 了 hb&) 有 界 , 则 yw 
k=1 n=1 

收敛 ( 莱 布 尼 效 判别 法 为 其 特 丈 情况 )， 


若 忆 可 以 分 解 为 由 = 二 owB,, 其 中 {om} 单 
调 有 界 ,级 数 8, 收敛 , 则 yw 收敛 . 


六 方 当 疡 过 1 时 发 散 , 当 户 > 1 时 收 


8 一 ] 


敛 ， 


S) sinnr 与 5 一 当 0 二 p 之 1 时 
#i 二 1 


= Ne 
有 三 站 


条 件 收敛 , 当 户 1 时 绝对 收敛 . 


解法 二 (错位 相 减 ) 


数 项 级 数 ,无 穷 积 分 伍 散 性 对 照 表 


呈 吕 数 项 级 数 Du 


无 穷 积分 | 本 
lim | /Od = 六 即 Ve>o,34>0， 
Vx 这 


A， 有 fo | 二 e, 称 


| far 收 全 于 了. 


| fode 收敛 全 Ye 二 0,34A > 二 0， 


VYzivzr 二 和, 有 | 人 f(z)dxr| ee. 
2 


若 | | cDdz 收 伍 , 则 | Tcz)dzr( 绝 
对 ) 收敛 ， 


若 f(x) 可 以 分 解 为 1(x) = a(x)b(z)， 
其 中 ae(z) 在 La, 十 co) 单调 且 当 工 一 


十 co 时 趋 于 0, 函 数 B(x) = [ecw 在 


A 
& 


Ea 站 有 界 , 则 | f(r)dzr 收敛 ， 


若 /(z) 可 以 分 解 为 /Cz) = aCz)BCz)， 
其 中 oz) 在 La, 十 ce) 单调 有 界 ,无穷 积 
分 | pz)dz 收敛 , 则 | fz) dzr 收敛. 
| 二 dra > 0) 当 p<<1 时 发 散 , 当 p 
二 1 时 收敛 . 


| 守业 


rr? 


条 件 收敛 , 当 户 之 1 时 绝对 收敛 . 


dr 当 0<p 志 1 时 
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dl Sl 


S75 = 3 SN 35 37 
2 一 pe y Pe 本 时 2 
9, — lL mt nl) 一 十 也 二， 
2 1 2 2 2 2m— 1 3 /2 27 一 1 
由 Ee ek 和 i 2 = 过 人 ee 
周志 可 二 二 十 浆 二 基业 交 十 王国 可 产 本 ( = ) 


二 1 .3/2_ 1 
$= limS, = lim(3 1. 
bl 
例 2.1.2 证 明 调和 级 数 2 一 发 散 . 
九 一 上 
证 法 一 由 式 (1. 2. 2) 推 知 m(1 十 过) 二 二 ,n+D 一 Im 二 过 ， 
7 


于 是 S,=1 十 二 十 沪 十 二 > 人 


lnn) = ln(n 1). 
故 limS, 一 + oo, 3 汪 发 艇 ， 
Lm a 


证 法 二 由 S, 一 1 十 立 十 … 十 士 知 ， 


= = 工 十 工 十 工 2 
ee ed a re a 
2 
2 项 2 项 


SE 0 二 工 二 十 工 3 
大 
4 项 项 


更 一 般 地 ,有 Sx > 1 十 全 -二 co 一 00), 故 limS, 一 二 oo， 了 二 发 散 


天 一 上 


证 法 三 。” 当 nn 宇 2 时 ， 


Sw 民 办 [过 十 村 十 i tw)>1+ 二 5, 
十 全 十 二 下)= 1 十 去 S, 二 (于 十 于 十 + 蕊 上 |- = 去 ++S,， 


于 是 ， S, >> 记 十 $1 一 1 十 二 ,S > 村 十 S 之 1 二 Ss 二 1+ 


更 一 般 地 ,有 Sx 二 1 十 全 (让 -的 放 贾 mg = 十 80; 一 发 散 . 
hn-* n=1 
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(或 者 假设 >) 二 收敛, 则 limS, = S, 对 Sw > 于 十 S, 取 一 = 的 极限 得 ， 
六 一 工 了 


S$ 方 十 S, 即 方 过 0, 而 这 是 不 可 能 的 .) 


证 法 四 ”46 = FVN 区 Ni Np 二 
EE ,| 
| Son 5, | 2 十 1] 7 十 2 Bi 270 > n 这 


由 Cauchy 收敛 准则 知 > 二 发散 


2. 正 项 级 数 的 剑 散 性 
正 项 级 数 敛 散 性 判别 有 如 下 几 种 常用 的 方法 ， 


(1) 正 项 级 数 Dw 收敛 的 充分 必要 条 件 是 其 部 分 和 数列 {S, = yw)} 有 
上 界 . 


(2)( 比 较 判别 法 ) 正 项 级 数 也 与 忆 w, 且 3NE Ni,Vn> NN, 及 < 
总 , 则 当 忆 w 收 伍 时， w 收 全 ; 当 Du 发 散 时 ， > 发 散 . 
(3) (比较 判别 法 极限 形式 ) 正 项 级 数 也 与 忆 w, 县 lim 笃 二 4, 则 
要 0 <+56 Dw, 收敛 时 ,六 收敛 ; 
当 0<1<+t~m 且 DD 发 散 时 ,Dw 发 数 . 
(9 ( 比 式 判别 法 和 根 式 判别 法 极限 形式 ) 正 项 级 数 2w, 且 lim 各 一 4( 或 
lim Vu, 二 站 , 则 当 1 之 1 时 ,Du 收敛 ; 当 / 之 1 时 ,之 ,ww 发 散 ， 


例 2.1.3 证 明 忆 级 数 >) 二 当 户 二 1 时 发 散 , 当 户 > 1 时 收敛 


证 明 设 该 正 项 级 数 的 前 部 分 和 数列 为 {S,}, 当 nn 三 2 时 ， 
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Sl 
a 
让 二 )= 1+ zs. 

又 S, < Su, 故 S, < 1 十 元 1S,， 
当 户 二 1 时 ， 就 有 S, < 一 工 5 S ) 有 上 界 , 忆 二 收敛 . 


一 
当 p 过 1 时 ,由 古 之 二 及 忆 二 发 散 知 , 二 发 散 . 


| 1 六 - a” 
例 2.1.4 证 明 当 a 二 0 时 ,级 数 之， Tal ta tl ey 收敛 . 
证 法 一 (用 正 项 级 数 收敛 的 充 要 条 件 ) 
设 该 正 项 级 数 的 部 分 和 数列 为 {S,}, 往 证 {S,} 有 上 界 . 


2 


2 OR 
事实 上 1a CTT a ey ry 
i a a sl a" 十 1 一 1 


二 


二 二 
er ye 全 
7 
(1 十 a)(1 十 o)…(1 十 oa ) | 


1 
(1 十 c)(1 十 cz)…(1 十 ac") 


故 当 a 二 0 时 该 级 数 收敛 . 
证 法 二 (用 比较 判别 法 ) 
讨论 如 下 : 当 0 二 a 二 1 了 时， 


+ 


二 -十 一 了 


六 


a 


TDOTaDmdTa) <4' 且 和" 收敛. 
当 & 学 工时 ， 
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a” 1 ， 
(1 十 a)(1 十 oz)…(1 十 ar) (1 十 a)(G1 十 好 )…(1 十 ar) (二 a’) 
1 | 


~ 


且 刀 起; 收 化 ,由 比较 判别 法 知 当 4 > 0 时 该 级 数 收敛. 
证 法 三 (用 比值 判别 法 ) 
没 w， 


9 


入 


ES 
(1 十 a)(1 十 cc)…(1 十 c2) 


Nt 1 
的 4& 六 1 
由 比值 判别 法 知 , 当 a > 0 时 该 级 数 收敛 . 
证 法 四 (用 根 式 判别 法 )” 设 w= Ty 
Ls Oa1l 
内 lim(l1 十 a”) 一 2 1 , 故 
| 十 ce， 驴 信 1 
二， <& 过 1 
lim VTaITta dta)=i2, a=l ， 
十 65， @ 守 1 
las 0 过 as<1l 
i 
0， | 


由 根 式 判 别 法 知 , 当 a 0 时 该 级 数 收敛 . 


3, 一 般 项 级 数 的 和 剑 散 性 
对 于 一 般 项 级 数 先 要 考虑 是 否 绝对 收敛 ,对 于 条 件 收敛 的 判别 主要 有 狄 利克 
雷 判 别 法 和 阿 贝 尔 判 别 法 ， 


y 和 
例 2.1.5 判别 ( Ey 7 疯 的 敛 散 性 
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证 法 一 (用 莱 布 尼 兹 判别 法 ) 


注意 到 之， (— 1)" 并 关 是 交 销 级 数 , 令 a 二 站: 显然 ima, 一 0. 
- 于 夺 (人 一 1) 
网 x> 4 时 省 让 一 一 人 让 一 二 
所 以 当 n 宇 4 时 ,(a,} 单调 减少 ,根据 莱 布 尼 兹 判别 法 知 ， > (一 1)” 2 
收敛 . 
证 法 二 (用 阿 贝尔 判别 法 ) 令 as 一 六 一 (一 1 "ee 


则 {a,) 单调 有 界 , 级 数 》\ = 3 (一 1)" 去 收敛 ,根据 阿 贝尔 判别 法 知 ， 
n= 1 n= 1 nn 


| A i 
2 eb, 一 2 1)" 5 


2.1.2 无 穷 积 分 的 伍 散 性 


无 穷 积分 的 钱 散 性 判别 类 似 于 数 项 级 数 ( 见 表 2 -1), 不 再 列举 例题 , 在 此 ,我 
们 仅 给 出 当 无 穷 积 分 收敛 时 被 积 函 数 在 无 穷 远 处 极限 为 零 的 一 些 充分 条 件 ,在 命 
题 的 证 明 过 程 中 注意 分 部 积分 法 的 运用 . 

例 2.1.6 著 /(z) 是 [a, 十 cc) 上 的 单调 丽 数 ,a 之 0,p 之 0, 且 | xz?f (x)dz 
收敛 , 则 lim wet Fr) = O, 

证 明 ”只 对 f(z) 是 Le ,十 =) 上 的 单调 递减 函数 (大 z) 递增 情形 可 转 而 考虑 
一 f(r)), 

首先 证 明 Fz) 三 0,VzeEfra, 十 cc). 

若 不 然 ,假设 3z € [aa, 十 <) ,使 得 FCzi) 二 0. 

由 f(z) 递减 , 故 当 XxX 宇 zi 时 ,有 f(x) 声 f(zi) 二 0, 进 而 ZX?f(x) 过 x?f (zi). 


+ 十 c= 和 
由 | rf(xi)dr = | zpdz 二 一 se 得 ， | x?*f(r)dzx = 一 6806， 这 与 


| ?fCndz 收敛 牙 盾 . 
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因 | zercz)dz 收敛 , 故 Ye 守 0,jG 宇 ay Vat 之 Gu 二 tw), 有 


I rrfl(r)dz = 
wy 


| wf Cnr 一 志 ， 
当 并 二 2G 时 ,就 有 
FR fC) = wn] (3) fd < a Md < 
故 lim ze f(x) 一 0. 
注 ” 例 2.1.6 中 a 二 0 的 要 求 只 是 为 了 使 p 宇 0 时 x* 有 意义 ,同时 可 看 出 
lim f(x) = 二 0 蕴涵 在 lim rrtif(x) = 0(p 之 0) 之 中 . 


在 十 5 


例 2.1.7 | 用 Xm 了 A(z)dz 收 人 钙 , 了 f(x) 声 0, lim f(x) = 0,4>0, pp 宇 0, 则 
lim zt f(r) = 0, 
3 / 
证 明 因 | zz)dz 收敛 , 故 
对 Ve>>0,34>>“, 当 x>A 时 ,有 


| zm plz)dz| i 


注意 到 lim f(x) 二 0 及 f(z) 之 0,f (x) OrE [Lat+), 则 当 w>A 时 


二 谍 
E 全 | Xm1if (rdr|> = |uri(f(t 00) — fu))| 


| | ut! f’ (x) dx 


= | za) |， 
WD lim ze F(x) = 0. 
党 中 9 


注 在 例 2.1.7 条 件 下 可 进一步 推 得 ， 
| zf (zdz 收 合 目 | zdr+ p+D| rz?rf(z) dr =—an! fla). 
这 只 需 注意 到 


[zm fC) dr = ut fC0) — a fa) — (p+ D| zf Cx)dz. 


思考 题 2. 1 
1. 应 用 Cauchy 收敛 准则 证 明 下 列 问题 
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(1) 证 明 : > (一 1)" 二 是 收敛 的 ; 
n=1 
(2) 证 明 :车 正 项 级 数 > )a, 收敛, 且 数 列 {fa,) 单调 , 则 limna, 二 0; 
(3) 证 明 :车 级 数 Da, 与 2 都 收敛 , 且 a 声 b 声 o(x = 1,2,…'), 则 级 数 
n=1 n=1 


> 也 收敛 ; 

(4) 证 明 : 级 数 Ya, 收 化， CO 一 六 ) 绝对 收敛 , 则 级 数 ya.0， 收敛 

3 若 | fx)dzr 收敛 , 则 lim f(z) 了 0 

3. 若 | /C2)dz 收 敏 , 且 Jim f(z) 存在 , 则 lim f(x) 一 0 

4. 若 f(zx) 是 Le, 十 ce) 上 的 单调 递减 且 连 续 可 微 的 函数 , 且 lim f(x) 一 0, 则 
=— af (a). 


[5 着 | flz)dz 收敛 ,日 f(x) 是 [a, 十 ce) 上 的 凸 函数 , 则 lim zf (zx) 0; 


2.2 函数 项 级 数 与 含 参 量 无 穷 积 分 的 一 致 收敛 性 
表 2- 2 函数 项 级 数 、 含 参量 无 穷 积分 一 致 收 伍 性 对 照 表 


i 
函数 项 级 数 >\w (x) ,Vz E 1( 区 间 ) 量 无 穷 积分 | /rwwD dewu € 1( 区 间 ) 
全 Ja 

= YuE | zadz 收 敛 于 Jo , 且 Ye 
VrET > wz) 收 伍 于 SCz) 上 且 Vs a 

n=1 > 0.3A> 0,Yrti> A,YVad € I, 有 
盖 0, 3NEANi VD>NVzET 有 A 
| CCzyu)dz 一 Ju) | 一 


致 
收 
敛 
概 


|s,Cz) 一 SGz)| 一 s 称 >)mm(z) 在 1 
AT | fz dr 二 e, 称 | fcr dr 在 I 


一 致 收敛 于 SCz)， ” 
和 几 肌 于 一 致 收敛 于 (ww). 
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续 表 2-2 
函数 项 级 数 Yu (2) ,VY zx E I( 区 间 ) 含 参量 无 穷 积分 | f(r. drewu E 5 区间 ) 


多 在 区 间 工 一 致 收敛 全 Ye > 上 (zw)dz 在 区 间 工 一 致 收 煞 二 Ye 二 
n=] a 


0,3NEN,Vn>NYpEN,Yrz|l0,34> 0Vra'r > A,Yu € TI， 有 


外 1. 有 | S$ ur (I) | < 一 e. 汶 f(x drle. 
R= n+ 1 


车 [uz)| 寺 an€ N..xE€E1TH 车 | /zag)| 委 gz ,VY (ru) € [a, 十 co) 
Si, 收敛 ， 则 Se tad 在 I 一 致 | X11， 起 | Ed 收敛 ， 则 | | fru dr 
收敛 . 在 工 一 致 收敛. 


车 u, (zx) 可 分 解 为 u(x) = 车 /(xr,u) 可 分 解 为 Fr,u) 一 aCrvx)OCz， 
QD)b(T),D 对 Yr € 1( 周 定 ), | 人 ' 四 对 Vu € 1( 固 定 ),a(zx,u) 在 La， 
{a,(z)) 单调 ,(a,(z)) 在 TI 一 致 收敛 于 | 十) 单调 且 当 zx 一 十 中 时 ,对 wu € 1 一 致 


雷 0,@{B, (xz) i Db) 在 I 一致 有 收敛 于 0,@ 函数 B(zr,u) = [ocd 在 
k=1 


[a, 二 中) XI 有 界 , 则 | (zydzr 在 一 
致 收敛 ， 


若 u(x) 可 分 解 为 u(r) 二 车 f(z,u) 可 分 解 为 VCzya) = a(zw)B(r, 
an (TB, CT) ,OD 对 Yx EE TI 固定 )， WW) ,对 Yu € I( 固 定 )walziu) 在 [a， 
{fan(z)} 单调 且 在 1 一 致 有 界 , | 十 oo) 单调 且 在 [a, 十 co)x1 了 I 有 界 ， 


界 , 则 Du lz) 在 工 一 致 收敛 ， 
md 


@ B,Cz) 在 1 一 致 收 化 , 则 lux) 四 | pcrodzr 在 1 一 致 收敛 , 则 | f(x， 
在 1 一 致 收敛 . wdz 在 I 一致 收 敛 . 


sinuz | 


了 二 在 (1, 十 吕 ) 内 闭 一 致 收 伊 但 非 | 1 7 


工 一 gn LE (一 co 十 ce)， 


一 致 收敛 ， 二 2 以 E(0, 十 人 c 


”smerdr 在 (0, 十 oo) 内 闭 一 致 收 伊人 
这 


半数 项 级 数 的 一 致 收敛 性 与 含 参 量 无 穷 积分 的 一 致 收敛 性 的 概念 及 判别 方法 
由 表 2-2 给 出 ,本 节 介 绍 判 别 函数 项 级 数 与 含 参 量 无 穷 积 分 的 一 致 收敛 及 非 一 致 
收敛 的 典型 例子 
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2.2.1 国 数 项 级 数 一 致 收敛 性 


例 2.2.1 求证 ;函数 项 级 数 2 全 二 在 (一 co ,+ cc) 上 一 致 收 伍 . 
n=1 _ 


证 明 ”证 法 一 (用 一 致 收敛 定义 ) 


1)? ZX: 忌 一 1 \ 生 1 
. 怖 Ne oe 一 E 2 
先 求 和 丽 数 . 因 S,(x) 一 2 于 一 了 各 儿 (二 过 
es n 
x 1- (Tz) 
l+z 1 二 了 
gk Re i = " 
-zf (Tz) J 
故 当 工夫 0 时 ,SCz) 一 一 (n->o00), 当 x 二 0 时 ,S,(x) = 0， 
外. 友 
于 是 ,5(z) = (eyo 
对 VEN yzrE (一 ceo, 十 ce), 有 
2 2 2 1 


| Sitwy 一 SCz) | 一 去 


i 2 
(2 十 zx:) (1 2)" (1 二 x) En na > 


于 是 Ye0， 3N= 过 ER ,yn>N,VzE (一 ce ,十 ceo), 有 |S,(z) 一 SCz) | 二 


(= 


SC re 
即 2 于 ”在 ( co 十 cco) 上 一 致 收敛 . 
证 法 二 (用 一 致 收敛 定义 ) 


在 证 法 一 中 ,已 有 对 YnE Ni,VzrE (一 co, 十 ce), 有 


2 
St) — Sx 二 
I Bt) | pr 
Ve>0, 当 |x|<Ye 时 ,有 tTn <* < 
1 
当 | zx | 之 Ye 时 有 
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Ee 标记 全 二 二 0 1),3N = 
令 [[ 二 or 一 6'， 解 得 n> mc ' 于 是 ,Ye 之 0( 限 制 过 记 去 | 


二 | 
ln(1 十 e) 


1 n-1 i 
即 21 后 站 天 一 在 (一 ,十 oo) 上 一 致 收 敏 ， 
(1 十 22)” 
证 法 三 (用 lim sup, |S.(x) — SC(xz)|=0) 
Hom TE(— +) 


在 证 法 一 中 ,已 有 对 YnE 和 NE ,VE (一 ceo, 十 ce), 有 |S,(z) 一 SCz)| 一 二 ， 


故 
sup 1S, (x = zy 二 ,lim sup |S,(z) = Stz)|= 0. 
5E (一 -= ,十 RE 
Ea Xx? 
)—S(7)|= Og), 
Sl 
利用 微分 方法 可 求 得 


uD, ,Ba (I) 一 gl ， 


于 是 sup |S,(z)—S(x)|< sup gl(z) 
TE(—m 十 27) rEL ,二 二 5) 


“i 


注 ”用 确 界 方法 证 明 一 致 收敛 或 非 一 致 收敛 , 一 般 采 用 放 缩 法 对 
,Sup_ | (7X) 一 了 (7) | 进行 估计 ,而 避免 运用 微分 方法 具体 求 该 确 界 数列 ( 见 本 节 
思考 题 1). 

以 下 证 法 可 以 避免 具体 求 和 函数 及 |S, (zx) 一 S(z)|. 

证 法 四 (用 Cauchy 一 致 收敛 准则 ) 

对 Vn€E NIVpE N,VriE (一 cc, 十 cc)， 


_ | Dr (一 了 
[二 二 一 [ Tem (Tat Tt 
— 六 


IT 


1 (= 
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“2 I? 1 
Ee - 2 3 
Da (古本 


于 是 ,对 Ve>0,3N=— TER',Vn> N,Vpe N,,VXxE (一 cc, 十 ce), 有 


lor 二 wo 二 十 wp | 之, 即 丽 数 项 级 数 定夺 在 (一 ,十 %) 上 一 致 


《村 这 
收敛 
证 法 五 (利用 莱 布 尼 芯 判别 法 及 余 项 估计 式 ) 
两 数 项 级 数 了 和 = 了 (一 DD" w(x) 为 交错 级 数 ,其 中 u(x) 一 


(— tr 
i 没 其 余 项 2 0) 一 Rs(z). 对 任意 固定 的 实数 x， 数列 


| 可 -5 | 单 调 递 基 趋 于 0, 由 莱 布 尼 艾 判别 法 知 , 该 级 数 收 伊 ,再 由 收敛 交错 级 
数 的 余 项 估计 式 知 ， 


帮 


~ EN CE 
RGaD ls a ta = 人 


2 


证 法 六 ( 狄 利克 雷 判别 法 ) 令 a, (Xx) = (一 1 lb, Cry = mT 


则 a(x) = (一 DD" 的 部 分 和 函数 列 在 (一 -= ,十 ce) 上 一 至 有 界 , 且 对 Vz 


E (一 co, 十 oo) ,数列 | 总 (z) 一 本 二 | 是 单调 的 ， 

又 从 |b,(z)| = aE 一 一 二 一- 和 一 一 < 可 推 知 ， 
WS = 可 | 在 一 ,十 -=) 上 一 致 收敛 于 0, 由 狄 利克 雷 判 别 法 知 ,函数 
TEN re et 仆 人 


例 2.2.2 求证 :函数 项 级 数 2 :在 (一 co, 十 cc) 上 非 一 致 收敛 . 


(1 
证 明 ”证 法 一 (用 一 致 收敛 定义 的 否定 叙述 ) 
先 求 和 荫 数 . 


68 数学 分 析 选 讲 


2 nn 后 
( ee 1 
因 当 xz 关 0 时 ,5S,(x) 一 > ry "2 (|) 
Qs 一 
一 0 时 ,Sz) 一 0, 放 Sz) 一 | ,于 是 
1 六 胰 办 
1 人 
js 一 一 ,VNE N;, dm > N,jzx, = ,有 
e 人 
ed 1 人 1 
|S, (x0) — SCzo)| = (于 去) = | = 
a 


即 丽 数 项 级 数 > ， 一 一 一 在 (一 <o, + se) 上 非 一 致 收敛. 


证 法 二 (用 Cauchy 一 致 收敛 准则 的 和 否定 叙述 ) 
对 Vn E N+i,VpEe N+i,VYzr0，, 
| xn Cy + tat GEY + ot eg (EY | 


名 2 zx? 


网 Sy 
汪 [ee t" 中 x )™P 


1 1 
PE 
(丰富 1 | 
二 1 | 1 


a 1 (1 十 zz)2 一 1 
(1 十 工 2)” (1 二 2)? 


GF)" (lr) 


A 
(1 十 x:)" (1 十 22)p 


于 是 ， EE = 去 ,YNE 和 ， 了 >>N,jpo 


= ?1o， Izo 一 


ea 
| Unt1 (Zo) 十 Wn ta (To) 十 十 itp (Xo) | pox 


(1 十 x3)% (1 十 x? )P 


1 


和 7 盖 6o， 
(+ 元 | 
No 
. x y ] 
即 两 数 项 级 数 >， 可 二 在 (一 ,十 co) 上 非 一 致 收敛 . 
证 法 三 (用 确 界 形式 ) 


利用 证 法 一 中 所 求 得 的 S,(zx) 和 SCz) 的 具体 形式 ,可 求 得 


sup 
E6014 


| | S, (zx) 一 
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SCz) | 一 1, 从 而 lim sup |5,(z) 一 S(zx)|=1 关 0, 即 函数 项 级 数 >， Ts 
ne xE( 十 co)》 | 十 x ) 


在 (一 obo, 十 Co) 上 非 一 致 收敛 . 


证 法 四 (用 连续 性 ) 
9 :更生 
利用 证 法 一 中 所 求 得 的 SCz) 的 具体 形式 SCz) = pe. ,可 见 SCz) 在 
4 vy 了 
(一 ce, 十 ce) 上 不 连续 ， 而 函数 项 级 数 >， 一 一 的 通 项 u，, = i 在 
(一 , 二 =) 上 连续 ,由 此 函数 项 级 数 了 Ta 在 (一 ,十 ce) 上 非 一 至 


2.2.2 含 参 量 无 穷 积 分 的 一 致 收敛 性 

在 此 ,我 们 给 出 一 类 含 参 量 无 穷 积 分 一 致 收银 性 的 题目 ,这 类 题目 实质 上 是 利 
用 已 知 收敛 的 无 穷 积 分 米 构造 含 参量 无 穷 积分 ,并 在 参量 的 某 个 范围 内 探讨 其 一 
致 收敛 性 问题 ,在 命题 的 证 明 过 程 中 注意 换 元 积分 法 的 运用 . 首先 来 看 下 面 的 两 个 
例子 . 

例 2.2.3 求证 :| SE qr(1) 在 [6, 十 0)(6 > 0) 一 致 收 化; (2) 在 (0， 
十 co) 非 一 致 收敛 . 

(1) 证 法 一 (利用 Cauchy 一 致 收敛 准则 ) 


设 XT > 0,u EE [6, + =), 则 | ie a | a 
r ZU 


Ne 


因 | 。 Sedy 收敛 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 ， 


Sint | 


ve>0,34> 0yz 二 >A, 有 | 六 于 dz|=< 
于 是 , 当 Ti 9 之 2 > 全 时 ， Vu E [8, 十 co) (zu 宇 XO>A,i = 1,2) ,就 有 
后 sinur dz| 本 李 sinz i 
四 由 sa 


故 | Seedz 在 [6, + 2)(6 二 0) 一 致 收 伍 ， 


证 法 二 (利用 狄 利 克 雷 判别 法 ) 
内 lim 站 一 ww, 故 0 不 是 瑕 点, 故 只 需 证 | Se dr 在 [3， 十 co)(8 二 0) 一 


) 


致 收敛 . 
1 


被 积 函数 Smtz = 上 sinuz , 令 
党 : 和 
下 二 [sinudr, 则 ¥ (ryu) € [1, + 00) x [6, + 00), 
1 


1 2 
二 一 |cosu 一 cosuz | 声 二 ， 
u 6 


; 
[B(xri}| = | sinudi| = teow 
1 u ] 


即 B(x,u) = | sinudi 在 L1, 十 <e) X[6, 十 co) 有 界 . 
同时 ,函数 二 中 不 含 参 量 v ,在 [1, 二 =) 单调 , 当 x 一 十 吕 时 一 致 收 全 于 0, 出 
儿 利 克 雷 判别 法 知 ,| imu gz 在 [8, 十 ce)(8 > 0) 一 致 收 伍 . 


(2) 证 法 一 (利用 Cauchy 一 致 收敛 准则 的 否定 叙述 ) 


没 VA > 0, 任 取 zo2xo 守 A 及 ws 一 一 本 洛克 十 二 六 省 


让 | 人 sa| -了 we-， 

故 | ”Sezdr 在 (0, + =-) 非 一 致 收 合 

证 法 二 (利用 含 参量 无 穷 积 分 的 连续 性 ) 

只 需 证 | Sezdz 在 (0, 十 oo) 非 一 致 收敛 

用 反 证 法 ,假设 | > 全 dx 在 (0, 十 =) 一 致 收敛 ,而 被 积 函数 Sinez 在 [1， 
二 2) X[0, 十 co) 上 连续 , 故 | ”smezdzr 在 [0, 十 ==) 一 致 收 伍 ,进而 推 得 PCu) 一 
0， =0 


[seedz 在 [0, + =) 连续 ,然而 p(w 一 ,在 [0, 十 中) 不 连续 , 巴 


Tn 
2 ， uu 


盾 . 
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(这 里 用 到 的 相关 结论 见 下 一 节 关 于 一 致 收敛 与 连续 性 的 前 述 ). 
例 2.2.4 求证 : |” Vie- dx(1) 在 [6, + co) 全 0) 一 致 收 伍 ; (2) 在 
(0, 十 ce) 非 一 致 收敛 . 


广 再 2 ‘Va fr 
证 明 (1) 设 zx ,rs 这 0,u € 16, 十 =), 则 | Vue™ dz = | i di. 
| 


MV TVu 
1 


| e “dt 收敛 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 ， 


Ve>>0,j3A>0,Vr',r% >4, 有 | 三 。 “dz| 一 e， 


于 是 , 当 < Cs > 后 时 。 Vu EE [6, 汪 co) (zi 之 TAG 二 A,i Su 1,2) ,就 有 


2 2 ra 2 
| ue” dz|= | e’ d|<e, 
| TI 


故 | We “dz 在 [8, +) 一 致 收敛 . 
(2) 设 VA 守 0, 任 取 zxo,2z6。 之 A 及 us = 一 E (0,+col,r Vi = 1, 有 


270 2 270oVa _2 SS 
| uve “oz dx | "|= .eal=6, 
wi To /uo 1 


故 | Viaeeedz 在 (0, 二 co) 非 一 致 收敛 . 


观察 例 2. 2. 3 和 例 2. 2. 4 的 证 明 模 式 , 这 两 个 例子 可 以 抽象 成 一 个 命题 ,从 而 
得 到 一 个 较 新 颖 的 一 致 收敛 性 判别 方法 ,由 下 面 的 例 2. 2. 5 给 出 . 

例 2.2.5 设 f(z) 在 [0, 十 2) 连续 且 | 7z)dz 收 敛 ,g(Cx) 在 (o, 十 se) 连 
续 且 g(u) >> 0,(a 三 0). 

(1) 当 g(w) 在 (ae, 十 co) 单调 增加 时 ,| g(W f(rg (uw))dzr 在 [6, +cc)( 二 


4) 一 致 收敛 ; 
(2) 当 limg(u) = 0， lim g(u) 一 b(V 为 正 数 或 十 =c) 且 3a,B 0, 使 得 


| 7copdz 天 0 时 ,| gw f(rzg (uw)dz 在 (十 ce) 非 一 致 收敛 ， 


证 明 (1) 设 xisx2 0 EE [9， 十 cc) , 则 
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= 8( To BR(M) 


| gd fog G0) de = | far. 
因 | God 收 化 ,由 Cauchy 收敛 准则 知 ， 
Ve>0,3A>0,Yr,7, >4, 有 || fodz|<e 
过 是 关 > 你 时 , Yu € [6; 十 oo)(zig(u) 之 Aii= 1,2), 就 有 


| g(Wf rg (u)) dr 


[oal< e， 


TI E(u) 

故 | gu)flxrg(u))dzx 在 L6, 十 =e) 一 致 收敛 . 

(2) 设 VA 二 > 0, 存在 aro ,Bro 之 A. 

利用 已 知 条 件 limg(w) = lim g(u) 一 b(5 为 正 数 或 十 cc) 及 gx) 在 (a， 
十 so) 连续 ,根据 介 值 性 定理 , 当 z 充分 大 时 , 3 wu。 E (aa, 十 ce) ,使 得 g(u,) = 二 ， 
从 而 


Br 
| | gl(uo)f (rg (uo) )dz| 三 


Bro Bl uo ) 月 
| /cod|= [reod|=s， 


aro gtup) 


改 | g(Cu)FCzg(Cu))dz 在 (ea, 十 se) 非 一 致 收敛 . 


例 2.2.6 求证 :|- 了 es dz(1) 在 [8, 十 co)(8 二 0) 一 致 收 化;(2) 在 (0， 


十 ce) 非 一 致 收敛 ， 
(1) 证 法 一 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 


被 积 丽 数 一 ,其 中 | sinuz 7 在 [8, 十 co) 一 致 收 全 ,而 
ml 1 和 元 0 并 


» 


两 数 ;中 不 全 参量 4 在 [0, + 单调 且 | 二 | 二 1 根据 阿 由 尔 判 别 法 知 ， 


| ISINUx 


4 dz 在 [3, + 中) 一 致 收 伍 . 


ye 下 Ta 二 Xsinur 并 
证 法 二 ( 狄 利克 雷 判别 法 ) ”被 积 函数 了 全 一 本 二- 


。 sinux, 


对 V(x,u) €E [0,+o0) x [6, + ,|| sinuedr| 太 呈 , 而 函数 二- 中 不 含 
0 了 | 
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参量 4, 在 [0, + -=-) 单调 , 当 x -+ oo 时 一 致 收 伍 于 0, 由 狄 利克 雷 判别 法 知 ， 
| 笠 2dz 在 [8, + ce) 一 致 收 全 

(2) 证 法 一 ( 阿 贝尔 判别 法 ) 

用 反 证 法 ,假设 | ”Saintdz 在 (0, + =) 一 致 收 伊 , 则 | ”So 约 dz 在 (0， 
十 co) 也 一 致 收敛 ， 


又 因为 sme 一 23 1 二 天 ,同时 函数 二 一 中 不 含 参量 “在 [1， + = 


lx? 


单调 且 | :二 


三 2, 根 据 阿 贝尔 判别 法 知 , | 3 和 dz 在 (0, 十 co) 一 致 收敛 ,而 


已 知 | Se dz 在 (0, + cc) 非 一 致 收敛 , 矛盾 . 
证 法 二 (Cauchy 一 致 收敛 准则 的 和 否定 叙述 ) 


设 VA>0, 任 取 zo,2zo 盖 A 及 xn = 二 E (0， 十 ce),xot 一 1, 有 
2ro Tsinuoz ws tsint | tsint 
一 -一 一 d2Z | 一 7 
上. 1] x dz| ro Wo us 二 让 dt| > | 1 wy | 
=| Ed > | Sd = 
1 us 二 rf t 


改 | 。 39 各 qz 在 (0, 十 co) 非 一 致 收 全 


思考 题 2.2 


1. 证 明 函 数列 {maz (1 一 zz)"} 在 [0,1] 非 一 致 收敛 . 
2. 利用 例 2. 2. 5 之 结论 证 明 下 列 含 参量 无 穷 积分 的 一 致 收敛 性 . 


5] 用 ue“ dx,(1) 在 [8, 十 co0)(8 > 0) 一 致 收 全 i(2) 在 (0, 十 oo) 非 一 致 收 
敛 . 

co qr, (1) 在 [6, 十 30)(6 0) 一 致 收敛 ;(2) 在 (0, 十 20) 非 一 致 
收敛 . 


G)| wwulnudx, (1) 在 [6, 十 oo) (6 之 1) 一 致 收 伊 ;(2) 在 (1, 十 co) 非 一 臻 
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收敛 . 
a a 六 
| dr > a) 一 致 收 佑 jy(2) 在 (a 
0 (bi T+ (ia) 
非 一 致 收敛 . 


i 
3. 求 证 :GD)| Sinzdz,(G) 在 [8, 十 co)(3>> 0) 一 臻 收敛,(2) 在 (0, 十 cc) 非 


一 致 收敛 ; 
外 sinuxz 
‘2)| dz,(1) 在 [8, 十 o2) (6 之 0) 一 致 收 敏 ,(2) 在 (0, 十 co) 非 一 
0 MU(L 十 式 ) 
致 收敛 ; 
二 ee a 
G3)| 一 dz (1) 在 [8, 十 co)(8>0) 一 致 收敛 ,(2) 在 (0, 十 co) 非 一 
0 MIL 十 Z) 
致 收敛 . 


2.3 函数 项 级 数 及 含 参 量 无 穷 积 分 的 分 析 性 质 

本 节 列 举 一 些 函数 项 级 数 及 含 参量 无 穷 积分 的 分 析 性 质 , 大 部 分 的 例子 要 用 
到 Cauchy 一 致 收 伊 准则 来 加 以 证 明 ,这 可 以 帮助 我 们 继续 了 解 准 则 的 应 用 技巧 . 
2.3.1 ”连续 性 


例 2.3.1 车 函 数 项 级 数 >)w(zx) 在 开 区 间 (a,0) 一 致 收敛 , 旦 YnE Ni , 函 


n=1 


数 (x) 在 端点 a,b 连续 , 则 a 在 闭 区 间 La,6j 一 致 收敛 . 
证 明 ”因为 St 在 开 区 间 (a,5) 一 致 收敛 ,根据 Cauchy 收敛 准则 就 有 : 


mtp 
Ve>>0,JNE Ni,Vn> N,VpE Ni:I,YVreEe (a,b), 有 | Putz)|<e. 
大 


一 了 二 | 


因为 V2E Ni ,图 数 u(x) 在 端点 a,b 连续 ,分 别 令 7 一 ar,z 一 上 就 有 : 


mtp 2 十 户 
| 这 wa) | 三 s 和 | > ula)|<e. 
k= ;+1 [sian 


Ht 十 力 
于 是 ,Ve>>0,3NE N,Vn>N,Vpe Ni VrE Lad] 有 | > ux)|<e. 


丰 一 /证 1 
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~ 
CT 


即 PP 在 闭 区 间 [a,5] 一 致 收敛 . 
注 1 例 2.3,1 提供 了 一 种 判断 非 一 致 收敛 的 方法 : 


车 YE Ni, 孙 数 u(x) 在 端点 a,b 连 续 , 且 函数 项 级 数 》)u,(z) 在 端点 a 或 
p 发 散 , 则 Du (zx) 在 开 区 间 (a,b) 非 一 致 收敛 ， 
si 本 
例如 ; 2 去 江 EE (1 十 ee)， 
因 Yn€ Ni ,函数 ww(z) 在 端点 x 二 1 处 连续 ,但 也 十 发 散 , 故 > 上 上 在 (1， 


二 ~) 非 一 致 收 煞 ( > 二 在 (1, 十 一) 是 内 闭 一 致 收敛 的 )， 
注 2 ”我 们 熟知 的 连续 性 定理 ， 
若 两 数 项 级 数 > w (7) 在 区 间 一 致 收 伊 于 和 函数 SCz), 且 VnE N; ,函数 
ca 在 区 间 了 和 连续, 则 和 函数 SCz) 在 区 间 1 连续. 
该 定 理 提供 了 判断 非 一 致 收敛 的 方法 : 


车 VE Ni ,函数 w(xz) 在 区 间 1 连 续 , 且 函数 项 级 数 >) w(x) 在 区 间 工 的 和 
n=1 


函数 SCz) 区 间 1 不 连续 , 则 w(x) 在 区 间 了 非 一 致 收 伍 ( 见 例 2. 2. 2 的 证 法 四 )， 
注 3 ”对 于 含 参量 无 穷 积分 也 有 相 类 似 的 情形 (请 读者 自己 试 着 给 出 证 明 ). 
CL 若 | | f(xyu)dz 在 开 区 间 (a,6) 一 致 收敛 , 且 了 晴 数 f(x,u) 在 [c, 十 ce) X 


[a,] 连续 , 则 | ”f(z,wdz 在 闲 区 间 [a, 妇 一 致 收敛. 


(2) 车 | ”zzodz 在 区 间 1 一 致 收敛 于 1 (z), 且 国 数 f(r,u) 在 [ec, 十 co)X 


1 连续 , 则 J(z) 在 区 间 工 连续 . 
据 此 得 到 了 判断 含 参 量 无 穷 积 分 非 一 致 收敛 的 方法 : 


(1) 车 函 数 f(z,w) 在 [e, 十 >) X 1 连续 , 且 | f(z,iWdx 在 区 间 了 收敛 于 
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Jz) ,但 在 JKz) 区 间 7 不 连续 , 则 | f(xyw)dz 在 区 间 1 非 一 致 收敛 . 

例如 :| Se dz 当 w € 00, 十 ceo) 时 非 一 致 收敛 ( 见 例 2.2.3(2) 的 证 法 二 )， 

(2) 车 函数 f(x,w) 在 [c, 十 see) X [a,6bj] 连续 , 且 w= 二 4 或 w= 二 6 时 | fz, 
让 上 发 散 , 则 | zsaodz 在 开 区 间 (a,b) 非 一 致 收敛 . 

例如 :| 宇 , 当 weE (1, 十 oo) 时 非 一 致 收 化. 

例 2.3.2 设 函 数列 {f(x)) 在 La, 收敛 且 等 度 一 致 连续 , 则 {f(x)) 在 [a， 
0] 一 致 收敛 . 

证 明 “” 因 冰 数列 {ACz)) 在 [a,6b] 等 度 一 致 连续 , 故 
Ve>0,I36>0,Vzry ELabj, |z—y|<H,Vn€E N+;, 有 | f(x)— f(y) | 去 
€ 
S 

取 [a, 如 一 个 分 法 T:a = zw 过 zi 过 zz 三 司 之 z= 二 5b, 使 得 细 度 eT 二 6. 


因为 {f(z)} 在 zx;(i 二 0,1,2,…,7) 收敛 ,根据 Cauchy 收敛 准则 ， 
对 上 述 Ve>0,3NEN VD>NVi 一 0,1, 2 有 | f(x) 一 f(z;) | 二 
3 
又 YrE€fa,bj,;3zx(0 声 i 声 ), 使 得 |x 一 zx;| 二 6. 于 是 ， 
VD 盖 N,VzElLa,o, 有 
[fiz)— fx)|= | fi C7) Om fa Cr) fa lr) — flrxi)t f(x) — f(x) | 
S|fi x) Oo filr) | | fix) — fr) | | fx) — f(x) | 
= e， 
根据 Cauchy 一 致 收敛 准则 ,{ f(z)} 在 La,o] 一 致 收敛 
例 2.3.3 若 YVnE€ Ni ,因数 广 (z) 在 区 间 工 一 致 连续 且 { 亡 (z) 在 区 间 1 一 
致 收银 于 f(z), 则 (1)f(z) 在 区 间 工 一 致 连续 ;(2){ 记 (z)) 在 了 等 度 一 致 连续 . 
证 明 (1) 由 ! 亡 (z)) 在 区 间 工 一 致 收银 于 jz) 知 ， 


对 Vse>0,3NEN,VzET 有 | 六 (7z) | 二 二。 
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由 fs(x) 在 区 间 1 一 致 连续 知 ， 
对 上 述 Ve>0,39>0,YVzyyE Iz 一 y|<6, 有 |fv(z) 一 fy(y)|<< 坊 ， 


于 是 Yzx,y E€ 1,|zx 一 y|< 二 6, 有 

[fC — FW If fy Cr) +t |fy Cr) — fo |+ |fy(y) — f(r) |<e, 
故 f(x) 区 间 了 一 致 连续 . 
(2) 由 {f(x)} 在 区 间 了 一 致 收敛 于 f(x) 且 f(x) 在 区 间 工 一 致 连续 , 故 


对 Ye>>0,JNE N,Vn> N,VrEe 1, 有 |f.(z) 一 f(z)|<< 襄 ， 


436, >0,Yry € ,|z 一 y|<<6, 有 |f(z) 一 f(y)|< 筷 ， 


从 而 Yr,y ET,|zx 一 y| 二 6,YVn 放 > N, 有 
[fr of fo fx) | for) om f+ fy) — f(y) |<e. 
而 对 于 户 (z), 亡 (zz) ,它们 在 区 间 工 一 致 连续 , 故 


36:>0,Vry€E 1,|z—y|<6, 有 |f'(z)— f(y |< 4, 


取 6 二 min({S, ‘0 ,ON } ,对 Yr,yE 下 [> 一 y| 到， YnE NN, 有 | 太一 方 (0 | 人 -< 
e, 故 {f(z)) 在 La,bj] 等 度 一 致 连续 ， 


2.3.2 可 微 性 .可 积 性 
例 2.3,4 若 函 数 项 级 数 yw (z) 在 xo Efa,o 收 伍 , YE N 函数 风 (z) 


在 [a, 妇 可 导 , 且 Yu,(z) 在 [a, 拉 一 致 收 伍 , 则 wu(z) 在 [a, 扫 一 致 收 伍 ， 


证 明 因为 >)u(z) 在 zeE[a, 妇 收 伍 和 >) uCz) 在 [eg 一 致 收敛 ,根据 
n= n=1 
Cauchy 准则 就 有 : 
mp ntp 
Ve>0,3NE Ni Vn> N,VpE N ,有 | Dulz)|<e 和 | Dcn|<e 
k=n+!l k= +] 


(Vr ELa,bl). 
从 而 对 Yn>> N,vp E€ Ni VC EE La;6j], 有 
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?十 户 n+p ntp 
| 温 ur Ct) | 一 | > Lu Cx) ES Us (Xo 六 二 其， Ws Co ) | 
k=nt+l1 k=mtl 炎 二 7 
n+p 7 十 轧 
一 > Wh (&,) (XO— xo) 十 3 Ur (Xo ) | 
k=rtl 类 一 mr 十 1 


1 十 户 ntp 
/ 
和 | Dce) ||z—zolt | D 本 | 
不 三 导 1 k=rtl 


委 s 人 一 4a) 十 E 一 (人 一 4 十 1)e 


即 w(xz) 在 La] 一致 收敛. 


对 于 函数 列 和 含 参 变 量 无 穷 积 分 ,也 可 以 作 上 述 考虑 ,下 面 将 例 2. 3.4 分 别 改 
写 为 函数 列 和 含 参 变量 无 穷 积分 的 形式 , 即 下 面 的 例 2. 3.5 和 例 2. 3. 6. 
例 2.3.5 着 函 数列 (f(x) 在 zo ELas6j 收 化 ,VnE€ N+; 消 数 f(zx) 在 La， 
6] 可 导 , 且 {f,(x)) 在 [a,6j 一 致 收敛 , 则 {f(x)) 在 [a,0]j 一致 收敛 . 
其 证 明 关键 在 于 
| frp C(x) — falx) | 
=| fs () = fr) Cm— [fro) = fu) i [fasro) — fulxo)d | 
| fo fiz) — [fla) = fzo) dt | frp lxo) — f(x0)| 
= | fris tt) ng | | Frytto) — fo C0) | 


例 2.3.6。 若 含 参 变量 无 穷 积分 | ”fCzw0dz 在 uw € [a, 且 收 化 ,f(z,tw) 在 


区 域 [e, 十 ==)X[e, 站 存在 偏 导数 六 (zy , 且 | 7,Czvadzr 在 [ao 站 一 致 收 伍 ， 
则 | f(x,u)dz 在 Lu,8] 一 致 收敛 ， 

其 证 明 关键 在 于 

| | Bd | | Im Lf Crsu) — f(r uo) + f(x,u) dx | 


4 5 
过 | [ME — flr ) jdz |++| | fzsuo) dz | 


A A 
-=| | f(r é,) dr | 十 | fr,uo) dr |. 


如 果 例 2.3.5 的 条 件 加 强 为 “Yn E Ni ,函数 f,(x) 在 La,bj] 具有 连续 的 导 
数 ”, 则 有 下 面 的 例 2. 3. 7. 
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例 2.3.7 若 函 数列 { 廊 (z) 在 zeE[Le,O 收 剑 , VEN+, 国 数 广 Cz) 在 La， 
bj] 具有 连续 的 导数 ,和 且 {了 ,(7x)) 在 La,6]j 一致 收敛 , 则 {f(z)}) 在 La,o] 一 致 收敛 . 
证 明 ” 先 证 函数 列 {f,(z)} 在 La,bj 收敛 . 


设 { f(x)) 在 [a,0] 一 致 收敛 于 g(x) ‘limf,(xo) 二 A, 因 


Vx € [a bl ftr) 一 方 Gzo) + | f(x)dr, 令 n> 0%， 
根据 逐 项 积分 定理 ， 


lim| fwdr =| limfsl)dz = | gn)dz, 
于 是 ,limf,(z) 一 A+| g(x)dx, 即 {f(x)) 在 [a,6] 收敛 . 

记 f(z) = A+| ecopdz 则 Fr = An = nm) 十 | gb)dz 

(显然 了 (7) = &Cz), 即 乓 limf,(z) = lim 下 f(z) ,这 就 是 未 项 微分 定理 ) 

再 证 {f(zx)}) 在 La,b] 一 致 收敛 于 f(z). 

因 {P(z)) 在 La,0] 一致 收敛 于 8(7), limf, (xo) 一 f(zo), 故 
Ve>0,3NE N,Vn> N,VYpE Ni:,Yr€ Lab], 有 |f%(7x)— g(7x)|<= 
3 :同时 有 | f(ro) 一 flr | 

进而 ,注意 到 f(z) = f(x) 十 | g(x)dz, 对 Vx € [asb]， 


| fC = fC = 


f(zo) 十 | me | glxjdz 


雪 | jzo) 一 rzo)| 十 下 | PCz) 一 gCz)|dz 


天 生 十 上 | FY = gt zd) dz 


人 
即 { f(x)} 在 La,6j 一致 收敛 于 f(x). 
例 2.3.8 若 函 数列 {f,(7x)) 在 La,bj 一 致 收 合 于 极限 函数 f(x) 且 Yn E€ 
Ni ,f(z) 在 La,6bj 可 积 , 则 f(x) 在 La,6bj 可 积 . 


80 数学 分 析 选 讲 


证 明 ”函数 列 { 亡 Cz)} 在 Le,o 一致 收敛 于 极限 函数 f(x), 故 


Ye>0,3NE Nis VzE€ [ab] 有 | fv) — f(2)|< sp 


因 fy(zx) 在 La,bj 可 积 , 故 
对 上 述 Ye 宇 0,36 汪 0,VT; TI 二 6, 有 DwfrAx Rt 
k=1 5 
对 VzyyELzeciyzoj, 有 
[fz)= FW | | F(z) fayCz)|+ | fn Cx) = Fac) | | fr) — Fey) |, 
进而 of = ,Sup ， (f(z) — f(y)|} 


< sup {fCr)—fyCz)|}+ sup {|fy(x)— fn(y)|} 
VzyELr emp) VryELr 1 
十 ， sup {|fy(y)— f(y)|} 
VYzryE [zk | 


a py ee _. 
< Ta a 


于 是 Ve>0,36>>0,VT: TI 二 6, 有 
Pular, < py Dan + Dak 从 大 二 SET ror De 


A 
二 本 十 可 十 本 Ey? 


即 f(x) 在 [a,O 可 积 . 
思考 题 2.3 


1. 若 丽 数 项 级 数 w(x) 在 E [a, 杂 收敛 , YE Ni ,函数 w(x) 在 La, 站 


n= 


满足 条 件 : 3 M, 二 0,Y x,y E€ [a,bj], 有 | u(x) 


nn 


收 敏 , 则 yu (z) 在 [av 轨 一 致 收 伍 . 
2. 车 函数 项 级 数 uw《(ZX) 在 [a,j 收敛 ,YnE€ Nj;, 函 数 u,(x) 在 [a,4b] 可 导 ， 


且 > wstz) 的 部 分 和 函数 列 (B, (7x)} 在 [La ,Oo 一 致 有 罩 , 册 > Vw lz) 在 [a,6b] 一 
n=1 n=1 
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致 收敛 ， 
3. 若 困 数 列 {zCz)) 在 区 间 了 一 臻 收敛 , 目 Yn € Ni 图 数 z 册 Cz) 在 区 间 工 有 


界 , 则 函数 列 {u(x)}) 在 区 间 工 一 致 有 界 . 
4. 若 连 续 函 数列 {f,(x)} 在 [a,o] 一 致 收 伍 于 f(z), 且 g(x) 在 (一 co, 十 co) 


连续 , 则 {g[f,(z)]) 在 [4,6] 一 致 收复 于 g[f(z)1 
5. 车 函数 项 级 数 > u(x)v, (zx) 满足 下 列 条 件 ， 
(1) 函数 列 {u(z)} 在 区 间 1 一致 收 合 , 且 Vn EN, ,u(x) 在 区 间 了 有 界 ， 
(2) 如 w() 在 区 间 工 一 致 收 化 ,上 县 | w (z) | 的 部 分 和 两 数 列 在 区 间 1 一 到 


有 界 ， 
则 函数 项 级 数 》) w(x)v, (x) 在 区 间 了 一 致 收敛 ， 


2.4 井 级 数 


寡 级 数 3 ar" 必 在 x 一 0 处 收敛 ,其 通 项 形式 决定 了 其 收敛 的 特殊 性 . 


关于 过 级 数 的 主要 结论 有 : 
(1) 设 窒 级 数 SYaa, lim| 和 | 二 R,0 过 R 过 十 吕 ,， 则 Sn 总 是 在 
n=0 pn 7 十 ] n=0 


(一 R,R) 之 内 (绝对 ) 收 合 , 且 > aszr* 的 收敛 域 了 为 下 列 区 间 之 一 ， 
R=0 时 ,1 = {0)R 一 +co 时 T= (一 co, 十 co)， 
ORZ+ooNH,IT = (=—=R,R) [= RR);(— R,R],L— RR]. 

其 中 尺 被 称 为 收敛 半径 ,( 一 R,R) 被 称 为 收敛 区 间 ( 与 收敛 域 的 区 别 仅 可 能 在 端点 


一 及. 


处 D. 也 可 以 这 样 求 Rilim oe 
(2) 设 乱 级 数 > or" ,收敛 半径 尺 之 0, 则 如 awr" 在 其 收敛 域内 闭 一 致 收 伍 . 


注意 , > azr" 在 其 收敛 域 未 必 是 内 闭 绝 对 收敛 的 ,但 在 收敛 区 间 内 闭 绝对 收 
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敛 . 例如 > 过 - ,其 收敛 半径 为 尺 一 1， 收敛 域 为 [一 1,1) ,在 x = 一 1 处 条 件 收敛 ,这 
时 必须 说 它 在 (一 1,1) 内 闭 绝对 收敛. 
(3) 设 寡 级 数 > asz" ,收敛 半径 R 二 0, 则 


@ 和 函数 f(x) 在 其 收敛 域 上 是 连续 的 ; 
@ 对 任意 x E (一 R,R), 有 


[ro ee 晤 es 


@ 对 任意 zxE (一 R,R), 有 f(x)= ( SY arr) 二 3 (a x) = Dj naar” 
n=0 n= 人 0 n=} 


2.4.1 震级 数 收敛 半径 及 收敛 域 
例 2.4.1 求 下 列 级 数 的 收敛 域 ; 


DD sin) 十 丈 征 必 4 小 


六 1 十 2 十 十 民 ” /1 一 x" 人 2 
3 一 一 Ga z > 


解 (1) 令 + = 必 十 zx 十 1 收敛 域 为 (一 1,0)， 
ep 元 ,收敛 域 为 (一 -=， 一 也 ] U (到 a 


(3) 令 1 二 1 二, 收 敛 域 为 | 天 于， Kil; 


l 二 六 K+i+1l Kl1 
， n Gs |z I 六 1 
(4) lim = ,收敛 域 为 (一 1,1); 
"~ 0， 天 < 过] 
(©: |z | 二 1 


(5) lim | = lim | 2 方 ， | zx | 二 1, 收敛 域 为 [一 1,1]. 
4 DO's | 区 [> 1 
在 寡 级 数 中 , 逐 项 积分 . 逐 项 微分 有 收敛 半径 不 变 的 性 质 ,这 个 性 质 的 证 明 实 
质 上 是 收敛 性 的 判别 问题 . 


例 2.4.2 ”ovz* 与 逐 项 微分 后 的 震级 数 了 na,z”! 具有 相同 的 收敛 半径 . 
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证 明 。 设 避 aoz" 与 3 nasz"! 的 收敛 半径 分 别 是 Ri,R. 


首先 ,震级 数 wasz"! 的 收敛 点 都 是 > asz* 的 收敛 点 , 即 R, 之 R. 


1 一 0 


Xn 2 
Dan? 一 > 一 7avZ 人 
< n 


n=1 


注意 到 数列 


型 | 是 单调 有 界 的 ， 因此 当 忆 mszf : 收 得 时 ,由 阿 贝尔 判别 法 知 ， 
Dg 收敛 . 


其 次 , mauze 在 (一 R,R) 上 是 (绝对 ) 收 化 的 , 即 R 之 R， 
设 VY xoE€ (一 Ri RD , 则 存在 工 E (一 Ri,Ri), 使 得 |zx, | 二 |x| 二 Ri, 因为 
lim 六 ( 持 ) 一 0 从 而 
IJM>0,YnE€E 
至 全 》 


而 37 |a, "| 是 收敛 的 ( oz 在 (一 Ri,R,) 上 是 绝对 收敛 的 ) ,由 比较 判别 法 


2G)|em 


于 是 [razxs |= 


laz" | Mla,z"|, 


知 ， Dnasr" ! 在 ,绝对 收敛 ,进而 在 (一 Ri ,RI) 上 是 绝对 收敛 的 ， 


注 从 证 明 过 程 获知 , 当 和 级 数 > arr" 远 项 微分 后 获得 新 畦 级 数 Zoo sz 
时 ,新 寒 级 数 照 比 原 宕 级 数 的 收敛 点 可 能 会 出 现 丢失 现象 ,上 且 只 会 琉 失 端点 . 例如 
3 盛 的 收敛 域 为 [一 1,1]， > 和 的 收 全 域 为 [1,1)，》 a i 
为 (一 1,1). 

2.4.2 第 级 数 求 和 
下 面 我 们 利用 级 数 的 运算 性 质 和 上 述 分 析 性 质 ,研究 宕 级 数 求 和 问题 . 
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例 2.4.3 求 宕 级 数 > ,aszr" 的 和 函数 ,其 中 (a,) 为 等 差 数 列 , 首 项 ao 夭 0, 公 
差 为 d > 0， 

解 ” 因 为 {a,} 为 等 差 数 列 , 首 项 a 关 0, 公 差 为 dq, 所 以 a, = 二 ao 十 nd (n= 二 0， 
1,2,…). 又 公差 4d > 0, 故 不 妨 假设 {a,) 为 正 数列 . 


由 lim 名 汪汪 一 1 推 知 ,Dawz" 的 收敛 半径 R 一 1, 由 lima, 一 十 = 推 


向 ; 当 二 三 十 1] 时 3 3 发 散 , 于 是 >)ar" 的 收敛 域 为 (一 1,1). 


以 下 用 四 种 方法 求 其 和 隐 数 . 

方法 一 (错位 相 减 法 ) 

注意 到 {a,} 为 等 差 数 列 , {x") 为 等 比 数 列 , 考虑 到 初等 数学 中 等 比 数列 求 和 
公式 的 推导 方法 ,采用 错位 相 减 法 . 


S(7z) = > 三 tw 十 > QT 
n=1 


天 二 如 


St 一 云 > ls > WE > | 
n=0 n=1 


S(x) — SCA) = 00 十 Da 3 Da, i1X” 三 ao 十 3 (而 二 Cid 
n=1 n= 1 4 一 | 


dz 
1] 一 2 


一 Co Fa Yi 二 ao 十 


n=1 
_ ao 这 dx > 
于 是 ,S(zx) 一 TI 一 1 Te sl) 
方法 二 ( 逐 项 微 积 法 ) 


S(z) = py 二 (ao nd)rx” 一 ao Dy +d Dyn" 


一 0 n= n=0 n= 二 0 


第 2 章 ”级 数 与 无 穷 积分 85 


do dx 


ee ei 
方法 三 (Cauchy 乘积 法 ) 
根据 寡 级 数 性 质 ( 收 敛 区 间 内 绝对 收敛 ) 和 Cauchy 乘积 定理 知 ， 


量 开 n 1 
2 n+ Dz == 27 '. 2 -He CG ls1ys 
| a n L 1 
故 2 = 之 人 十 Dr > i 1 = ry 


于 是 ， S(x) = Si 一 Do 十 nd Dr” 


n=0 
ee 二 八旗 请 ep 


对 于 一 个 寡 级 数 3laz" 来 说 ,其 和 函数 实质 上 是 由 系数 数列 {a, } 确定 的 ,发 


{fan} 的 作用 ,由 此 产生 了 纯粹 通过 研究 {a.} 的 递 推 关 系 来 求 得 和 函数 的 方 
法 一 一 发生 函数 法 ， 
对 于 一 个 给 定 的 数列 (a,) ,如 果 函 数 SCz) 关于 原点 的 究 级 数 展开 式 中 x” 的 
系数 恰 为 a, ,就 称 SCz) 为 数列 (a,) 的 发 生 琐 数 ， 
方法 四 (发 生 函 数 法 ) 


设 SCz) 二 >)asz". 已 知 {av} 为 等 差 数 列 , 首 项 ao 夭 0, 公 差 为 以 > 0, 故 arr 


1 一 0 


二 a, 十 d 两 边 同 乘 x" 得 aiz 二 asx* 十 dx”, 两边 求 和 
Daan 一 Da Fd Sx" 
n=0 n=0 n=0 
a - , = = SGz) 一 al 
注意 到 > ,anz 一 Qi 十 &z 袜 十 十 Qi 十 和 zw) 3 一 


-二 (人 7 dz 
和 二 是 二 二 六 (六 十 一 ， , 解 得 SCz) 一 下 二 二 a 
从 方法 四 的 证 明 过 程 可 以 看 出 ,发 生 函 数 法 是 一 种 通过 系数 数列 {a,) 的 递 推 
关系 寻求 关于 S(x) 的 代数 方程 (或 微分 方程 ) 的 方法 ,这 也 是 对 方法 一 的 升华 . 


例 2.4.4 利用 发 生 函 数 法 求 下 列 宕 级 数 的 和 函数 
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(1) > mr" (2) Var， 
性 一 1 7 一】 


解 (1) 设 SCz) = 2》 oz" ,收敛 域 为 (一 1,1). 
n=1 
a = 714 由 一 0 十 1ai 一 la = arx’ (2n 二 1)r", 
了 一 > Vanz 十 Sir", 
n=1 n= 1 n= 1 
注意 到 Ti 
nn 三 | 7 n= 1 元 
De ss 六 i 落 
就 有 全 一 9(x) 十 二 = 解 得 Stz) = 


rE (—1,1). 

| 
(2) 设 SCz) = 二 了 rr", 收 合 域 为 (一 1,1). 
n=1 


人 =a = Qn 二 2n 二 ya = 1anmr" = dr" 二 (2n 1)r" 


Sai D3 过 "十 SC 于 1)x” ,注意 到 
n=1 nn 三 1 
Sg 二 六 《rz = 

mi Ne 9 


n=1 立 


> (27 十 1)x” = 2 2 n+ Xx 
n=1] 


EE (en 3 去 Sse : 
就 有 = 一 , 解 得 SCz) 一 可 一 & —1,1) 


例 2.4.5 设 f(x) 一 2 zsinztdt 求 和 酌 数 f(x). 


解 ” 第 一 步 ”证 明 f(z)=1+ 3 一 DU 


(2n)11! 


n 


设 1, = 上 sinztdt, 22 一 0 时 ,7 


, 二子 . 当 n 之 


宇 1 时 ,由 分 部 积分 法 得 : 
1 一 | sin"tdt 一 | sin2 ”td( 一 cost) 
但 0 


和 
2 
=— sin’” !tcost 


十 〈27 一 iN Sin2r ?tcos’tdt 


二 (2n 一 ee — sin’t) dt 
站 
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= (2 Li — (on — 1; 


得 到 递 推 公式 
让 过 纤 一 人 (2.4.1) 
2n 
2n—1 22 一 3 3 了 (27 一 1)11 到 
一 = 天 
进而 了 pr Cn)1l "因此 ， 
. (2 lt! 本 D 1 : 
f(x) 一 于 ll C2. 生动 
第 二 步 ” 求 寡 级 数 (2.4.2) 的 收敛 域 . 
寡 级 数 (2.4. 2) 的 收敛 域 由 
C2n 一 7)11 机 
二 sn 2 
g(7) 之 oni (2.4.3) 
-一 人 
来 确定 . 为 此 , 记 a, 二 一 DL 由 于 
(2n)11 
XIX 二 3 CO 1 二 
lI X 寞 二 3 Xx 完 > 3 


故 lim va, 二 1, 从 而 寡 级 数 (2.4.3) 的 收敛 半径 为 R= 二 1. 同时 利用 上 面 不 等 
式 的 右 端 ,根据 比较 判别 法 知 , 当 工 王 工时 震级 数 (2.4.3) 发 散 ， 


(2m)11 


lxX3x5X"X(2n—1) ~ 1xX3xX5x." Xx (2n— 1 22 十 1 _ 。 
2X4X6X…mvrX27 2X4X6X*X2n -282 十 2 人 


当 工 = 一 1 时 , 知 级 数 (2.4.3) 化 为 交错 级 数 > (一 1)" 一 电量 .由 
7 一】 


Un pe 


E/T 1 
<s* 5 * i (2n 十 1)a， 


推 知 0 二 a 二 一 一 ,进而 a, >0(n-> co), 最 后 由 莱 布 尼 效 判别 法 知 , 交 错 


级 数 忆 (一 1" 《如 一 出 收 全 
综 上 ,第 级 数 (1) 的 收敛 域 为 [一 1,1). 
第 三 步 ” 求 和 了 艺 数 f(x). 
我 们 先 利 用 本 节 介 绍 的 发 生 函 数 法 在 (一 1,1) 上 求 f(x). 
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(C27 =.1741 


天 一 es 

因为 a， Cott i 
27 十 1 Re ce = 

故 am 一 到 二 24 ay72 一 1,2,… ,其 中 加 元 

进一步 就 有 (2n+ 2a = (2n + la,, 


2(nt la = 2710 ”十 CA 二 "5 


22>)( 十 1D)anrz 一 2>)7anz" 十 >)anrrzE( 一 1,1) (2.4.4) 
= n=] n= 1 
根据 寡 级 数 (2. 4. 3) 的 形式 知 , > ,aszr" = g(x)， 
0 一 1 
> manz 一 TO nar™! = xg’ (x), 
刀 一 上 一 1 


> nt Daz" = > mas = Daw” li—a=g (zr)— 志 ， 


n=1 n=2 n=1 


代入 到 式 (2.4.4) 中 ,就 有 2g’ (1) 一 1 = 2zxg (x) 十 g(x). 
因 有 g(x) = f(z) 一 1,g' (x) = (zx), 于 是 


2f (7x) = 2xf' (x) 二 f(z) 或 (1 一 x)f (rx) = Ff(2), 
用 变量 分 离 法 解 微分 方程 (1 一 x) 科 = 填 y, 牧 = 一 dz ,注意 到 y(0) = 
dz 2 yy 2(1 一 工 ) 
f(0) = 1, 求 得 f(x) = < ,二 全 人 
i 


2 忆 1 
玉 《元 )》 一 1,1) 一 1], 1) 3 
又 因为 /Cz) 在 [一 1,1) 上 连续 ,而 - 帮 二 = 也 恰 在 [一 1,1) 上 连续 
最 终 求 得 和 函数 f(x) = A € [—1,1). 


例 2.4.6 求 下 列 数 项 级 数 的 和 : 
27 一 1 (一 
(D2 与 二 一 一 . 


解 (1) 此 例 的 初等 解法 见 例 2.1.1. 注意 到 2 1= Dn (3#) 


问题 转化 为 等 级 数 (24 一 Dx 求 和 问题 3 = De 


n=1 n=1 
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故 Ti Cer= 1)x* = 2 gr = Dz = 
n=1 n=1 N=1 


i eg EE (—1,1). 


将 z 二 十 代 人 计算 得 2 二 上 一 1， 


(2) 注意 到 > 导 上 2 -5 和 已 1”, 问 题 转化 为 宕 级 数 > ， a 
求 和 问题 ， 


f(z) = > 守卫 一 的 收敛 域 为 (一 1,1], 且 在 (一 1,1] 连续 . 


n=1 


注意 到 /(0) 二 0, 就 有 
Ft (= 1) 37r 一 | =|. 人 nl 着 区 = |. 1 
fz) = | )'a > C= ‘dt = | od 
一 一 Tincl 区 ntl 一 工 十 2 ) 4 /dareran Ste— By 
3 0 yn 2 


下 
十 一 arctan 一 ly rE€E(—1,1), 
V3 V3 


此 函数 在 (一 1,1] 是 连续 的 ， 


。 1 1 ? 2 1 1 1 
故 f(x) = 一 二 ln(1 十 X) 十 二 ln(1 一 x 十 Xz) 十 V3arctan 守 (7 一 一 ) 十 二 arctan 一 ， 
3 6 V3 V3 V3 


0 A _w8 _1 
z€ 1, 从 而 忆 后 = 


2.4.3 函数 需 级 数 展开 

函数 震级 数 展开 是 寡 级 数 求 和 的 反问 题 ,涉及 到 函数 寡 级 数 展 开 有 如 下 两 个 
结论 . 

定理 2.4.1 设 f(z) 在 (zo 一 r,xo 十 r) 具有 任意 阶 导数 ,是 Vx EE (xo 一 r， 


Zo 十 7) ,Taylor 公式 的 余 项 R(x) 一 00n 一 00), 则 YrxE (wy 一 ryzo 二 7) ,f(x) 一 


(ny) 
5 f(xo) (Oo 类。 


n=0 nn 


推论 ” 设 jz) 在 (ze 一 r,zo 二 r) 具有 任意 阶 导数 , 且 VrzrE(Cr 一 rz 二 r)， 
3M>0,YE Nt 有 |FoGz)| 和 及 M, 则 VzE(z 一 rz 十 rm, pz) 一 
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(这 里 的 条 件 *“ YzEd(z 一 rz +r ,3M>0,VnEN ,有 | (Cz)| 挟 M”， 
指 的 是 对 YE (zz 一 rzo 十 站 ,数列 { 广 ”CCz) 有 界 ). 
由 上 述 结 论 我 们 可 以 得 到 5 个 重要 函数 的 究 级 数 展 开 : 


er 一 二 ， 一 co << 工 < 十 =o， 
nl 
ko 1 27+1 


Wt 


a C= 1 网 


COSX = CQ be 


一 =e 一 工 << 十 cc. 


n=0 


ee ， 
In 十 z) = 2 Te", 一 1 过 三 雪 二 
2 一 1 十 了 一 一 7 , 收 合 半径 RR 二 1, 士 1 处 视 a 情 


n=]1 


例 2.4.7 证 明 | “eweos(ising)dg We VE fy bo), 


2r 


证 明令 Fn = | ecos(tsing) d0. 


当 2 二 0 时 ,f/f(0) 一 | 一 2r, 故 只 需 证 Vi E (一 2, 十 0) ,ff (0) 二 0. 


Fr (| “ecosCsing) d0)’ 一 | erweosGsing)) dg 


| 


| [eeeosbeosGsing) 一 esingsin(Ctsing) ]d0 
一 | seeeoscb 十 isin0)d0， 
用 数学 归纳 法 可 证 得 六 (0) 一 | “eeos(ng 十 tsing)d0， 


从 而 Yt E (一 co 十 ce)， 


Fo (|= seesoa 十 isin0)d0 


和 | |e"*Ycos(ng + tsing) | db 


第 2 章 级 数 与 无 穷 积 分 91 
委 | ed 一 2re' ， 


由 定理 2. 4. 1 之 推论 知 , ViE (一 oo, 二 oo) ,f(D = 人 er， 


n=0 


久 VnEN;,,f"(0)= | “cosn0do 二 0, 故 f(1) 三 0. 


思考 题 2. 4 
1. 利用 发 生 吗 数 法 求 下 列 究 级 数 的 向 数 : 
x" | : 2 ~ 
(D2 rs (2) 24(1 十 中 十 和 … 十 7 ) x". 
2. 设 FGz) 在 (一 ce ,十 ce) 具 有 任意 阶 导 数 , 且 3M>>0,YVzrE (一 cc, 十 cc)， 
VncEe N;, 有 |f"*(z)| 二 MM, 又 VnE€N,, 有 7 二 ) 一 0, 则 jz) 三 0 VE 


《一 55 2 
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本 章 内 容 分 为 四 节 介 绍 ,第 一 节 微 分 中 值 定理 ,列举 了 应 用 Rolle( 罗 尔 ) 定理、 
Lagrange( 拉 格 朗 日 ) 中 值 定理 .Cauchy 中 值 定理 和 Taylor 公式 的 一 些 例子 ;第 二 
节 概 括 了 与 导数 有 关 的 极限 问题 ;第 三 节 利 用 导数 研究 了 郴 数 的 单调 性 . 凸 性 和 次 
加 性 ;最 后 一 节 研 究 多 元 函数 的 微分 问题 . 


3.1 ”微分 中 值 定理 


3.1.1 微分 中 值 定理 的 基本 内 容 


(Fermat( 费 马 ) 定理 ) ”车 f(x) 在 xo 可 导 且 取得 极 值 , 则 (xo) = 0. 

(Darboux( 达 布 ) 定理 ) ”车 f(x) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 六 (aa . 广 (o) 一 0, 则 
3eeE (a,b) ,使 得 广 (6) = 0， 

(Rolle 定理 ) 若 f(x) 在 La,o 上 连续 ,在 (a,4) 内 可 导 且 f(a) = f(5), 则 
3&€ (a,b) ,使 得 广 (6) 一 0. 

(Lagrange 中 值 定理 ) ”车 f(x) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,5) 内 可 导 , 则 


了 sc (Cab) ,使得 了 (8 = 上 外 一 人) 


b—a 
(Cauchy 中 值 定理 ) 若 f(x),g(x) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 可 导 , 且 
g (ZX) 关 0, 则 


£8 -82) fa) 
了 ceE (ub), 使 得 eey gr Ce) gD) — gla)’ 


( 带 Peano( 皮 亚 诺 ) 余 项 的 Taylor 公式) ”车 "(zs) 存在 ; 则 


《nmn) 
A (rz ) 让 os 十 汪 i (zx— zo) or — xo)"), 


( 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 ) ”车 f(x) 在 U(xzxs) 上 存在 nn 十 1 阶 导数 ， 


f(x) = f(xo) 十 
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则 


Ee) 


fz) = f(z0) + 一 二 


fC 本 
(ll To 


先 来 谈 谈 Fermat 定理 . Fermat 定理 告诉 我 们 ,对 于 可 导 函 数 而 言 , 极 值 点 都 
是 稳定 点 (导数 为 零 的 点 ) ,因此 找到 可 导 函 数 存 在 极 值 点 6, 也 就 证 得 广 (6) = 0. 

再 从 最 值 与 极 值 的 关系 考虑 ,只 要 最 值 取 在 区 间 内 部 ,就 成 为 极 值 ,对 应 的 目 
变量 就 是 极 值 点 .那么 首先 要 保证 最 值 的 存在 性 ,最 直接 的 办 法 就 是 使 f(z) 在 闭 
区 间 [a,5] 连续 . 那么 接 下 来 ,如何 使 最 值 取 在 区 间 内 部 呢 ? 

Rolle 定 理 的 办 法 是 让 f(a) = Fo) ,这 样 如 果 f(x) 不 是 [a,6] 上 的 常 值 函 数 ， 
则 gcE (ao) ,使 得 f(c) 关 f(a) = f(V) ,这样 最 大 值 和 最 小 值 就 至 少 有 一 个 取 
在 区 间 内 部 . 

这 样 的 想法 在 下 面 Darboux 定理 的 证 法 一 中 体现 的 很 明显 . 

例 3.1.1(Darboux 定理 ) ”车 f(z) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 f(a)f (6) 二 0, 则 
36E (a,b), 使 得 (8) = 0. 
fz) — fa) 


a 


证 法 一 不妨 设 f(a) 0,f CO 过 0, 则 由 f(a) = lim 


> 0 及 极限 保 号 性 知 ,3 > a 充分 接近 a) ,使 得 人 于 一 全 > 0， 从 而 f(x1) 


> fla). 

同 理 3 zx: 到 0( 充 分 接近 0) ,使 得 f(r;) 这 > (0). 

由 此 推 知 ,f(x) 在 [a,b] 上 的 最 大 值 必 在 (4a,0) 之 内 ,结合 Fermat 定理 就 有 
3&€ (a,b) ,使 得 f (8) 一 0， 

接 下 来 给 出 的 Darboux 定 理 的 另 一 简洁 证 明 , 则 是 通过 巧妙 地 构造 函数 ,利用 
零点 定理 ,Rolle 定理 米 推导 Darboux 定理 . 零点 定理 ,Rolle 定理 与 Darboux 定理 
是 解决 函数 零点 存在 问题 的 三 大 工具 ! 

证 法 二 。 当 f(w) = f(a) 时 ,根据 Rolle 定理 ,3j3&€ (a,b) ,使 得 f(&) = 0. 


当 f( 杷 关 f(@) 时 ;由 放 (qa) 产 ( 人 及 二 0 故 不 妨 设 站 多 一 全 ， a 
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| 攻 二 过 交 过 
令 万 (zxz) = 2 
1 (Ca), T=a 


则 互 Cz) 在 La, 连续 ,有 日 (a)H(V) 二 0, 根 据 零 点 定理 知 , x。E€ (a,0), 使 
得 H(z) = 二 0, 这 推 得 f(z,) = f(a) ,再 根据 Rolle 定 理 , 3sE (a,zo), 使 得 /7(&) 
= 
Darboux 定理 又 称 作 导数 介 值 性 定理 ,其 等 价 陈 述 是 : 
车 f(z) 在 La,b] 上 可 导 , 且 f(a) 关 f(D),y 介 于 f(a) ,f(b) 之 间 , 则 
3sE (a,b) ,使 得 万 (6) 一 修 


3.1.2 Rolle 定理 


在 中 值 定理 中 ,Rolle 定理 是 最 基础 的 ,Rolle 定理 的 应 用 思想 就 是 函数 构造 
思想 . 


用 Rolle 定理 推导 Lagrange 中 值 定理 的 办 法 是 将 (8) = 万 全 一刀 4 变形 


—a 


为 产 (名 一 上 名 一 人 8) 60, 从 而 构造 函数 


bp—a 


FOOD) 一 Fa) 


F(z) = f(z)— TT ELab], 
6 一 运 


验证 其 满足 Rolle 定 理 条 件 . 其 中 直线 y = 人名 一 人 0 平行 于 曙 线 段 y = f(x)， 


b—a 
xz E [a,0] 的 端点 连 线 y = f(a) + a). 当然 ,如 果 构 造 函 数 


二 


0 一 和 


F(x) = f(x)— f(a) 
将 给 验证 F(a) = F(p) 带 来 方便 . 


用 Rolle 定理 推导 Cauchy 中 值 定理 的 办 法 是 将 万 (6) = 帮 0) 一 Fa) 变形 为 
g (6) g(0)— g(a) 


f (Lg Cb) — ga —g HLL)— fla)] = 0, 
从 而 构造 函数 
F(x) = FCz)[Lg(o — g(a) — gx)Lf 60) 一 ra)],zE La,b]. 
下 面 的 例 3. 1. 2 称 为 广义 Rolle 定理 ,我 们 给 出 多 种 证 法 ,需要 注意 区 间 构 造 
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与 函数 构造 的 思想 方法 . 

例 3.1.2 设 函 数 f(z) 在 (a,b) 可 导 , f(a 二 0)== f(b 一 0), 则 3&€€ (a,b)， 
使 得 广 (6) = 0. (注意 这 里 (a,6) 可 以 是 有 限 区 间 , 也 可 以 是 无 限 区 间 , 当 a = 一 
或 6= 十 品 时 ,f(at+0) = lim f(z),f(6—0) = limf(zx)) 

证 法 一 ” 记 A= f(a 二 0)== 了 (4 一 0). 车 f(z) 在 (a,b) 内 恒 为 常数 , 则 结论 
显然 成 立 . 

车 f(x) 在 (a,5) 内 不 恒 为 常数 , 则 3c € (a,0b) ,使 得 f(c) 关 A, 不 妨 设 f(c) > 
A. 因 A= f(a+t+0)== 了 (5 一 0), 则 ,ja E (ayc) ,cs E (ce,b) ,使 得 

fcr te fe}, Ce》 过 cy 

又 f(x) 必 在 [ei ,cs] 取得 最 大 值 f(&) ,此 最 大 值 一 定 在 区 间 [c ,esj 内 部 取 
得 ,应 用 Fermat 定理 得 ,了 csE (4,0) ,使 得 f(&) 一 0. 

证 法 二 仍 记 A= Fa 十 0) = f(w 一 0). 

若 f(z) 在 (oa,p0) 内 不 恒 为 常数 , 则 3c E (a,) ,使 得 Fec) 关 A, 不 妨 设 f(c) > 
A. 现 取 定 7:A 二 jy 过 f(O), 因 A= f(a+0) 二 了 (5 一 0), 由 极限 保 号 性 知 ， 

3c € (ac),c E (eb) ,使 得 fc < yf 0 ,fc) < yf(0), 
再 由 介 值 性 定理 知 ， 
了 sa 6E (oc) ,hb E (cc) 使 得 f(&)= f(&)= 7. 
在 L 和 ,后 ] 上 对 f(x) 应 用 Rolle 定理 得 , 3& € (4&1,&) CC (a,0), 使 得 f'(&) 一 0， 
证 法 三 。” 作 以 下 两 种 情形 的 讨论 . 
flai+0), x=a 
(1) 当 (a,5) 为 有 限 区 间 时 ,构造 隐 数 F(x) = 4 f(z)， rE€ (a,b), 对 
fl(6—0), z=b 
F(x) 在 La, 仆 应 用 Rolle 定理 可 得 结论 . 
(2) 当 (a,5b) 为 无 限 区 间 时 ,以 a = 有限 数 ,2 = 十 2 为 例 . 


令 工 = 二 tant, 当 t E€ (arctana, 广 ), 愉 有 XE (l(a; 十 200), 并且 
并 一 0Q+ Ot arctana+ ,x -十 co 全 一 > 村 


再 令 G(1) = f(tant),t € Carctana ,二 ), 则 
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| 


lim G(1)= f(a+0)= f(b—0)= lim G(2). 


It-rarctana 


ol 


由 情形 (1) 知 , 3 71,E€ (arctana,) ,使 得 G (0 ) 一 0, 即 PCtant) seczt 一 0， 


而 sec?to 关 0, 从 而 FCtant) 一 0, 记 上 = tanto E (aa 十 co), 则 广 (e) = 0. 
证 法 四 ( 反 证 法 ) ”假设 YrzE€E (a.b), 有 f(x) 关 0, 由 Darboux 定 理 知 ,f (x) 
在 (a,6) 不 变 号 . 不妨 设 VYrE€E (a,b), 有 了 (7x)0, 则 了 (zx) 在 (a,b) 内 严格 递增 ， 
这 导致 f(a 十 0) 二 F(O 一 0) ,矛盾 . 
例 3.1.3 设 f(z) 在 La,bj] 连续 ,在 (a,b) 可 导 , 且 f(a) = f(5) = 0, 证 明 : 
(1) 3&€ (a,b), 使 得 &f' (8) 十 f(€) = 0; 
(2) ee (a,6) ,使 得 (8) 十 Ef (8) =0. 
证 明 (1) 构造 函数 F(z) == zf(z),x € [a,], 满 足 Rolle 定理 条 件 . 


(2) 构造 函数 F(z) 二 es f(x) ,x E [a 人 ,满足 Rolle 定 理 条 件 . 

例 3.1.4 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 二 阶 可 导 , 且 f(a) = f(b) = 0,F(x) = 
(7 一 f(x), 证明 :3&€€ (a,b), 使 得 FF(&) 一 0， 

证 明 因 FCzr)== (x 一 了 f(z) 及 f(a)=f(w)==0, 故 Fla) ==F(b)==0. 

由 Rolle 定理 知 , 3& € (ap) ,使 得 F CS) 一 0. 又 已 Cz) 一 xz) 十 (一 
中 了 (Zz) , 故 F'(b) 二 0, 进而 F(x) 在 [名 ,6] 上 满足 Rolle 定理 条 件 . 于 是 , 3 & E 
(& ,0) CC (a,b) ,使 得 玉 (€) = 0. 

下 面 的 例 3.1.5 中 使 用 了 待定 系数 法 ,实际 上 待定 系数 法 也 是 解决 中 值 问 题 
的 技巧 方法 之 一 ,后 面 的 例 3. 1. 11 中 的 证 法 二 也 是 此 法 . 

例 3.1.5 设 函 数 f(z)、g(x) 在 [a,6] 上 具有 二 阶 导 数 , 目 g*(x) 了 闪 0,x E€ 
Cab) , 则 


J ee (a,b) ,使 得 [一 /中 一 OO) 


g(O) 一 ga) 一 (0 一 ago) ge) 
证 明 ( 待 定 系数 法 ) 
由 g(x) 天 0 可 推 知 g'(z) 在 [a,6] 上 严格 单调 ,从 而 g(6) 一 g(a) 一 (6 一 
a)g (a) 天 0. 


sD fa = Bafa) ,diary, fe) 
设 实数 满足 等 式 00 一 ga) 一 (一 aera) 和 , 往 证 & g CE) 
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为 此 构造 函数 
F(z) = f(x)— fla)— raf (a)—klg(r)— gla)— (rx—a)g (a)]. 
则 F(a) = F(CO) = 0, 根 据 Rolle 定理 知 , 3 和 6 € (a,0), 使 得 广 (&) = 0. 
而 所 (x)== 了 (zx) 一 (a) 一 k[g (Xx) 一 g'(4a)j], 还 有 F(a) ==0, 青 由 Rolle 定 


理 知 , J]&€ (4a,6b) ,使 得 记 (&) 二 0. 而 F(x) = 疡 (zz) 一 hg“(x), 从 而 有 = pe 


3.1.3 ” Lagrange 中 值 定理 


例 3.1.6 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 连续, 在 (a,6) 内 可 导 , 且 3zE (a,b) ,使 点 
(xos f(zo)) ,Casyf(a)),(0,f(6)) 三 点 不 共 线 (f(x) 非 线 性 ) ,证 明 ， 


ase (a,b), 使 | (和)|>> 和 | 


2—a 


证 法 一 构造 消 数 F(x) = ff 0 HT), E [a,b], 
则 


Fla) = FY = 0 ty = Fa) — OETA 


b—a 


因为 (zo ,f(ro))、(a,f(a))、(5,f(5)) 不 共 线 ， 
所 以 人 于 一 人 闫 人 名 一 人 全 ,进而 F(xs) 关 0, 不 妨 设 F(x) > 0. 
当 (6) 二 f(a) 时 ,对 F(zx) 在 La,xso] 上 应 用 Lagrange 中 值 定理 ， 


3 E (avzi) ,使得 (8 一半 于 一 一 二 > 0, 即 
人 fla) ~ 0 


— 


当 1(0) 之 f(a) 时 ,对 F(x) 在 [xo,0] 上 应 用 Lagrange 中 值 定理 ， 


f° (6) > 


F(D— F(z)  — F(z) 


EE€ (xo,0) ,使 得 FF (E) = 
6 2 一 


< 0, 即 


大 (全 过 mo- 


一 公 


综 上 ,36e (a,0) ,使 | (8)|>> 人 | 


b—a 
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证 法 二 ” 设 k, 一 f(6) 一 了 ay HR) = fe) 汪 f£(6) = fC) 


bp—a 6 一 在 0 b= eb 


fla) A ss —a) = f(b) A oh A CD 一 站 ) 一 c. 
b=& bp—a 


因 (zuyFGzo))、 CayfGa))、 Co,FCO)) 不 共 线 , 故 f(x0) 关 cc. 

当 了 (zxo) 之 c 时 ,可 得 ks 过 kw 过 ko , 当 f(xo) 二 c 时 ,可 得 ko 过 kw 过 ks， 
从 而 | | 二 max{ |ki | ,|k, 根据 Lagrange 中 值 定理 知 ,ks， 二 广 (6 ) Au 
三 了 A( 包 ) ,其 中 E€ Gaszo),& ECz00) ,从 而 |ks | 二 max{|f C8)| ,| 了 (8)|， 
进而 3&€ (a,05) ,使 | 了 (6) | 二 | | ,其 中 8 取 | 了 (8&)|,| 了 (6&)| 较 大 者 所 对 应 
之 5 或 名 


9 Rs 9 


0 


证 法 三 ( 反 证 法 ) 假设 Vz € (ea,0) ,都 有 |7Co | 二 | 人 时 一 人 中 


ki kp 同 让 法 二 . 
en ete ta he 
由 假设 知 |k ko Wa 


9 
ee 


ee 和 ls 之 VI 二 局 . 
另 一 方面 ,由 于 点 (zo ,f(z0))、(a,f(a))、(6,f1(5)) 不 共 线 , 则 
(io 


—@ (RR(r) — Fa 


吨 WTI 干 大 近 卫 一 1 十 下 


| (6— zo + CFO) Cm— fro)) 
/1 二 下 7, 牙 慎 . 


证 法 四 ee 


( 反 证 法 ) 假设 Vx € (4) 人 D1(z) 之 大 吕 一 人 全 .构造 丽 数 


F(x) 三 f(z) — fla) PD) E [a,b], 
则 FD = [Df LL ra] 
fb) 


一 一 了 ca 0s € Cabys 


人 b—&a 
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故 F(x) 在 La,o] 单调 增加 ,因为 F(a) = 下 GO) 一 0, 故 FGz) 三 0, 即 


f(x) = Fa) + HO Dr a) E [a,b], 


a 


这 与 f(x) 非 线性 矛盾 . 
若 假设 Yx E Cay), 了 (x) 志江 光 一 人 4 也 会 得 到 同样 的 矛盾 . 


bp—a 
例 3.1.7 设 函 数 jz) 在 (一 cc, 十 ce) 上 有 界 且 二 阶 可 导 , 则 3&€ (一 cc， 
十 ce) ,使 得 六 (6) = 0. 
证 法 一 ( 反 证 法 ) ”假设 Vz E (一 co, 十 co), 有 六 (z) 关 0, 由 Darboux 定理 
知 ,了 (x) 在 Ca,b) 不 变 号 ,不妨 设 Yx E (一 oo, 十 0), 有 (x) > 0, 推 出产 () 
着 (一 co, 十 co) 单调 . 
由 Lagrange 中 值 定理 ， 


对 Vn EE Ny 一 人 WD) p(x,),z, 介 于 ,2n 之 间 . 


nn 

注意 到 f(z) 在 (一 ca， 十 o0) 上 有 界 , 推 得 lim 7 (z,) 一 0, 再 结合 六 (x) 在 
(一 co, 十 co) 上 单调 可 知 ，lim yx) = 0. 

同 理 可 证 lim f(x) = 0. 这 样 利用 例 3.1.2 的 结论 可 知 , 36E (a,4) ,使 得 
了 (8) 二 0, 这 与 假设 又 矛盾 . 

证 法 二 ( 反 证 法 ) ”在 证 法 一 同样 的 假设 前 提 下 ,由 Darboux 定理 知 ,了 (x) 在 
(a,b) 不 变 号 .不 妨 设 VzE (一 co ,十 ceo), 有 (zz) 盖 0, 则 Fz) 在 (一 co ,十 co) 
上 为 上 函数 . 

设 rz E (一 co, 十 c), 使 得 广 (z) 关 0( 这 是 一 定 存在 的 ,否则 广 (z) = 0， 
jz) 三 0, 这 与 假设 矛盾 ). 

由 于 可 微 凸 函数 位 于 其 曲线 上 每 一 点 切线 的 上 方 ,从 而 

VzE (一 co 十 ceo),FGz) fo) fF xo) (ro zro). 
若 PCzo) 之 0; 则 f(x) 十 (zo) (Xx 一 X20) 一 十 co,(x 一 十 ce) , 推 得 lim f(x) 


一 才 C5， 
若 PCzo) 过 0; 则 (zo) 十 了 (zo) (xz 一 x60) 一 十 co,(x 一 一 co0), 推 得 lim f(x) 
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上 述 两 情形 都 与 fCz) 在 (一 co ,十 ceo) 上 有 界 相 了 矛盾, 故 假设 不 成 立 ,命题 结论 
得 证 . 
例 3.1.8 设 函 数 fxz) 在 L0,+se) 上 可 导 ,jF0) =0, 且 3M>0, 对 YE 
[0,; 十 2), 有 | 了 f(z) | 过 M| f(x) |, 证明 f(x) 寺 0. 
证 法 一 注意 到 f(0) = 0, 对 Yzx 记 0, 有 
[fx) | = |fF62) m0)|= |fF (rx) |z Mz|f lr) | Mzr|flx) — £60)| 
= Mzzi|f (re) | Mxri| frxs)|= 
结合 这 个 结果 考虑 证 明 | /(zx) | < 正 无 穷 小 量 ,为 此 限制 x € [0,547 |], 就 有 
| fz) | 去 去 |f(z.) |. 
又 f(z) 在 [0, 到 7 | 是 有 界 的 , 故 在 [0,387 | 上 f(x) = 0， 
= 加 务 -. 机 
同音 在 | 3341277 | ,| 35 | … ,上 F(x) = Qs 
证 法 二 ( 反 证 法 ) ”假设 32 0, 使 得 f(5) 天 0. 不 妨 设 f(5) > 0, 令 
a 二 inf{x|f(x) 在 (x,0] 上 恒 正 ,x 之 0)， 
则 f(a) == 0( 否 则 将 与 下 确 界 定义 矛盾 ) 且 Vz E (a,0],f(x) 二 0. 再 令 
F(z) = lnf(x),r € (a,b], 


一 方面 , |F'(zx)|== 和 | 二 M. 则 有 


| Foz) | IFOOI+ FQ | |z oo IF I+ MG — a), 
故 F(x) 在 (a,b] 有 界 . 
另 一 方面 ,f(a) == 0, 故 limF(x) = limlnf(x) = 一 2, 矛盾 . 
工 -4 十 工 -2 十 


例 3.1.9 设 函 数 f(x) 在 [0,1] 可 导 , 且 f(0) = 二 0,f(1) = 一 1, 证 明 : 


(1) 36,7E (0,1) ,使 得 


Ff fn 
(2) 36,7E (0,1), 使 得 了 (8 (7D)=1. 
证 明 (1)f(zx) 在 L0,1] 连续 , 且 f(0) = 0,f(1) = 1, 则 


对 于 去 :了 (0) 二 方 二 (1), 必 存在 cE (0,D ,使 得 Fe) = 二 
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在 L0,cj 与 Lec,1] 上 分 别 应 用 Lagrange 中 值 定 理 得 


36E (0,o) 一 jc) 一 Fo) = fF (0 (ec—0), , 即 亚 5 一 2c， 


. 1 Pr 二 1 Ee 
3ye (0D) = ff = 7 0) ,pe 2(1 = 6). 


i 


FE fn 

(2) 构造 (x) == 了 f(x) 十 xX 一 1,x E10,1], 则 F(x) 在 [0,1] 连续, 且 F(0) = 
一 1,F(1) 二 1. 根据 零点 定理 知 , 必 存 在 cE (0,1) ,使 得 Fl(e) = 二 0, 即 f(c)=1 一 
c. 在 [0,cj 与 Lc,1] 上 分 别 应 用 Lagrange 中 值 定理 得 


Ié€ (0.0 ,1—ec= foO)— #0 = 大 (6(c 一 0), 即 fe) = ce 
3 


jy7€E (cl) c= f(1)— fc) = f' (WD(1—o), "p= Ts 
从 而 了 (和 (7) 一 1 
下 面 的 例 3. 1. 10 中 也 是 利用 介 值 性 定理 , 它 是 Lagrange 中 值 定理 的 反问 题 . 
Lagrange 中 值 定理 回答 了 这 样 一 个 问题 . 
一 个 区 间 I 上 的 函数 f(z) 满足 一 定 条 件 时 ,对 I 中 任意 不 同 的 两 个 点 x ,xx:， 


会 存在 介 于 zi ,zs 之 间 的 6, 使 得 (6) 一 站 车 一 个 于. 

那么 反 过 来 , 当 区 间 1 上 的 函数 (xz) 满足 怎样 条 件 时 ,对 I 中 任意 点 &, 会 存在 
zz 使 得 $ 介 于 x1 ox: 之 间 , 且 有 了 (9 一代 一 人 2 呢 ? 

例 3.1.10 设 函 数 f(x) 为 (a,0) 上 的 可 导 严 格 上 三 函数 , 则 对 YV& € (a,0b)， 
jzioxs € (4b), 且 zi 之 6 之 xz, 使 得 1(8) = A 

证 月。 怪 到 xy & (a 的 /和 且 2w 之 过 

车 f'(&) 一 太太”, 则 结论 成 立 . 


flxi) — f(z) ,不 妨 设 (9 > 大 于。 f/x) 


TI Xl 


若 (8) 天 


构造 函数 F(x) = jz) 一 Cr) 一 大 (ez 一 z) zxE [r,t], 
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则 F(x) = Ctx) tf £8)) >0, 
1 2 


因 f(z) 为 (a,65) 上 的 可 导 凸 函数 , 故 有 
fx) 之 fxo) tf xo)r— x VE (abd)ir zo, 
进而 F(é) = f(8) 一 f(xs) — fF (EI CE — za) 
一 [Fe) + f(r —£)]— f(x) 一 0. 


由 零点 定理 知 , 3 zs E (x1, 有 ,使 得 F(zs) = 0, 即 了 (8) = 全 富 一 个， 


yr A é 关 、 2 
3.1.4 ” Cauchy 中 值 定理 与 Taylor 公式 
例 3.1.11 设 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 具有 三 阶 导数 ,证 明 : 


jte Gavb) ,使 f(D) 一 f(D 十 计 (0 一 [f(a) -fF (5)] 证 吕 aa f* (8). 
证 法 一 (利用 Cauchy 中 值 定理 ) ” 即 证 


FB) — Fay F6 ad[L Hay ACB] 
(bp—a)’ 


了 eeE (a,b) ,使 一 一 证 1”(8). 
构造 函数 


F(x) = f(r)— f(a) (x of a) t+ Fz) Gz) = (rz— a)’, 


求 得 ”F(z) = 地 [了 Cz) f(r f(r) ,G(x) 二 区 全 二 


EC) 一 一 地 (zx 一 a fr Cy Ow) 一 6 人 一 四 ， 


F(a) = F(a) = 0,G(a) = G’(a) = 0. 
应 用 Cauchy 中 值 定理 有 ， 


f 0) 一 Fa) 方 (0 LF Ca) + fF (0)] 
(0 一 


FC(b)— F(a) -下 (6) 
GO 一 Ga) GO (&) 
F(E)—F(a) FE) 


i | WW 
ey 7 CE 1 #. 


G8)—G a) 
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证 法 二 (待定 系数 法 ) 
设 实数 & 满足 等 式 
f(6) = fla) 十 去 0 一 aL7Ca) + 太一 证 (一 as， 


往 证 3sE (a.b) ,k= 大 (6). 
为 此 构造 函数 


F(z) = /(z) f(r aL7a) 十 Poz] 十 再 人 z 一 ok， 


求 得 。 F(x) 二 Ff (7) f(a) 一 了 A 二 (FE 一 在) 
则 FC) = F(a) = 0, 根据 Rolle 定理 知 , ja E (a,0), 使 得 F'(&) 二 0. 


注意 到 F’'(a) es 0 ,再 由 Rolle 定理 知 ， jeé E (a ,6 ) ,使 得 FE (E) = 一 0. 


国术 x) 二 = Fr fz) 十 二 人 0 
故 FF( 和 ) 一 一 村 (6 一 a) 普 (6 十 二 ( 一 ak 二 0, 得 k= 二 /7(&). 


注 从 两 种 证 法 的 证 明 过 程 都 可 以 看 出 ,条 件 * 函 数 f(x) 在 [a,b] 上 具有 三 
阶 导 数 ” 可 以 改 为 * 陋 数 f(x) 在 La,5b] 上 连续 ,在 (ae,o) 上 具有 三 阶 导 数 ” 
例 3.1.12 设 函 数 f(z) 在 [a,b6j] 上 具有 三 阶 导数 ,了 (a) = 产 (0) 一 0, 证明: 


(1)3s€ (Cab) ,使 FCO) = f(a) + 壮 (b Lf Ca) 十 了 (Cb)] 十 言 (6 一 


a f*(€); 
(8) taxb) ,使 fC6) = fla) 二 襄 (6 一 [f(a) 二 了 (6)] 十 疝 (6 一 
Q) ff” (n. 


证 明 (1) 利用 Taylor 公 式 将 1(0) 在 a 处 展开 ,f(a) 在 如 处 展开 ,再 对 应 相 
减 可 得 结论 . 


(2) 利用 Taylor 公式 将 / (3 ) 分 别 在 a,6 处 展开 ,再 对 应 相 减 可 得 结论 . 


注 经常 采 用 一 些 带 有 对 称 性 的 Taylor 公式 展开 ,得 到 一 些 有 趣 结果 ,这 类 
展开 方式 包括 : 


四 将 f(b) 在 a 处 展开 ,f(a) 在 5 处 展开 ;@ 将/ (全) 分 别 在 a,6b 处 展开 ; 
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@ 将 FoO) ,Fa) 分 别 在 < 处 展开 ;图 将 Fz 上 + 站 ,rz 一 站 在 过 处 展开 ， 


比如 ,利用 Taylor 公式 将 70)，FCa) 分 别 在 处 展开 ,可 以 得 到 上 例 的 结 
论 (2) 的 又 一 证 法 . 

我 们 还 将 在 下 一 节 作 为 与 导数 有 关 的 极限 问题 来 讨论 带 Peano 余 项 的 Taylor 
公式 及 其 应 用 


思考 题 3. 1 


1. 若 f(x) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,6] 可 导 , 且 f(a)f(0) 声 0,fC60)f 了 (6) 二 0 则 
3 了 eeE (a,b) ,使 得 广 (6 一 0. 
2. 设 函数 f(x) 在 Le,o] 上 具有 二 阶 导 数 ,a 二 c 二 5, 则 


ftay fee) | FCB) We 
了 和 和 a6): 使 多 下 二 0 了 TD 


3. 设 函数 f(z) 在 La,6] 上 具有 三 阶 导 数 ,证明 ， 


3yeE (a0), 使 f(0) = f(a) 二 (0 一 wf ( 安 ?)+ 赴 (一 as (7)， 


4. 设 函数 f(z) 在 La,o 上 具有 二 阶 导数 ,证 明 : 


2 


(1)3&€ (a) ,使 00) 一 27(2 士 2) + Fa) = 二 (ba) fe); 


“地 


(2) 若 了 ( 二 0, 则 Jj&€ Gas), 使 | 了 | 富 和 1 一 Fo)|. 


(3) 若 了 (a) = 二 了 (6) = 二 0, 则 3&8E€ (yo) ,使 


& <) 下头 而 一 一 二 (6— a ye). 


Fo) — 2f( 
(4) 若 (a) = 二 了 (5) = 二 0, 则 3&E€ (a,b), 使 
| (| 这 i | F060) — Fay | 
(b— a)’ 
5. 设 函数 f(x) 在 R 上 二 阶 可 导 , 又 Mi = sup|f™ (z)| < 二 co 人 三 051525 证 
明 ,Mi; 二 2MM 
6. 设 函数 f(x) 在 [0,1] 可 导 , 且 Fo) 二 0,f(1) = 1, 证 明 : 
(1) 对 Vs 二 0,3xzzr E (0,1) ,使 得 
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mif’ (xz ) 十 mz f’ (xs) =Mm 二 me,; 


(2) 对 Vr,m, > 0,3é,n€ (0,1) ,使 得 


de 六 一 7 二 77 
FE) fF 7) 1 2 


7. 若 f(x) 在 La,6] 上 可 导 , 且 f(a) 关 f/f (CO 满足 Fa)<7< 7 (Co) 
或 fi (QO) 这 7 这 (), 则 3&E€ (a,b), 使 得 1 (8) == w,( 仿 照例 3.1.1 证 之 ) 


3.2 与 导数 有 关 的 极限 问题 


导数 是 函数 变化 率 ( 阴 数 在 一 点 处 差 商 的 极限 ) ,其 本 身 是 用 极限 定义 的 ,因此 
与 导数 有 关 的 极限 问题 不 仅 包 括 能 够 利用 导数 概念 解决 的 问题 ,也 包括 利用 导数 
的 四 则 运算 法 则 ,导数 极限 定理 .L'Hospital 法 则 以 及 带 Peano 余 项 的 Taylor 
公式 


3.2.1 导数 概念 的 应 用 
定义 3.2.1 设 阴 数 f(x) 在 U(x,) 上 有 定义 ,A 为 有 限 数 . FCz) 在 ro 可 导 的 


等 价 陈述 主要 包括 : 
f(z) — fs) 


Xo 


ii f(x AT)— F(z0) 


= A; 
Ar-0 AX 


(1) lim = A 或 im 人 = 
人 a A 


(2) 点 zu 是 FCz) 一 人 的 可 去 间断 点 
(3)V7xX EU fr) 一 xz) 十 ACz 一 z) 十 oz 一 z), 这 里 的 A 被 记 为 
(zo) 或 驻 | 。 . (这 是 微分 定义 ) 
例 3.2.1 鬼 国 铸 Jw) 在 点 zo 处 可 导 ,o 过 x Ba,Vn€N:, 且 lime, = 
limb, = zo , 则 
ji 人 二 Le 二 Eh 
证 法 一 ”由 已 知 条 件 及 Heine 定理 知 ， 


和 
下 Bb To No an ~ Xo 
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于 是 ,对 Vs 二 Os IJIN E N,，, Yn N, 有 
6) fd -tnd DR Tid fe 


Bi — 0 一 
或 [fCB) — flxo) — (B,C— zo)f (ro) | eB, 一 zo)， 
[flas) — fx) — C0 — xo)f (x0) | exwo — oa); 
进而 | fC(B8,) 一 fla) 一 (8 一 azo) |=| [fCB8,) — f(xo) 一 (8, 一 
ZI)F Cz)j— [fla) om fl) — Ca — zx)f (x0)] |< eB, — a,). 


于 是 ,对 Ve>0o,3NE Ni,Vw > N, 有 i Eo 


即 lim f( 一 an》 _ RC 


n Qn 
证 法 二 由 导数 定义 的 等 价 形式 
Vr EU fr) = fr) fF (rr ro) to(r— ro) 
可 推 知 ， fB) = fro) t+ fF (zo) B,C— zo) t+ olp, — Zo) 
= f(z0) +f (zo)(B, — x0) + ol, — an), 
Fo) = fxo) tf (xo) 0, — xo) oo, — zo) 
= f(xo) tf (xo) as CO— x0) to(p, —a,), 


进而 F(8,) 一 flaw) = f(zx0) CB, 一 a) + olB, — a,), hlim a 一 一 


二 人 


f(a 二 = 2 
nn 


例 3. 2. 2 设 旺 数 fx) 在 点 a 可 导 且 fla) 2 0, 求 lim( 一 say) 
证 明 不妨 设 f(a) 0, 则 
站 
jn fa 十 一 ) 一 lnFa) 
n Es AS i 
lim 和 Cl) | ss Fa 
7 
fla 十 =) 宫 i Inftatt)- infta) Llay 

故 lim( fa) ) = 


例 3.2.3 设 函 数 f(z) 在 点 a 连续 且 | f(x) | 在 点 a 可 导 ,; 则 f(z) 在 点 a 
可 导 . 
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证 明 
f(x) 一 一 
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当 f(a) 了 关 0 时 ,由 保 号 性 知 ,存在 邻 域 Ul(a), 有 f(x) ==| f(x) | 或 
| f(z) |, 这 时 | f(x) 在 a 可 导 显 然 蕴 含 着 f(x) 在 a 可 导 
当 Fo) 一 0 时 ,| fo = im LE = lim 1D 
i zt Ea 
lim | /AD | ,再 由 保 号 性 知 ,lim | Ea) | sg es Ly 
jim LA 


之 0, 从 而 
= 0. 
并 7 
注意 到 | | f(z) |- f(z) | 三 ,就 省 
网 a 7 a 说 a 
F(R) = jtm 3 一 了 4a) 一 0. 
I-ed Er 
例 3.2.4 f(z) 在 点 xo 人 处 可 导 的 充 要 条 件 是 f(x) 一 f(zxo) = 二 H(zx)(z 一 zo)， 
XEU(zo), 其 中 (xz) 在 x。 连续 
证 明 “一 "由 f(z) 在 点 z 处 可 导 推 知 点 zs 是 丽 数 全 司 一 于 的 可 去 间 
断 点 , 邻 
a es 
H(zx) = | Rr 


Hm de 
则 五 (z) 在 ro 连续 , 且 f(x) 一 f(xo) = H(x)(zx 一 zo 
“< ©” 由 f(x) 一 f(x0) 三 


Yi ka 一 kz) 


I I 


有 (Xx)(zx 一 xo) 及 H(zx) 在 x, 连续, 推 得 
= linH(z) = H(zo),W f(zo) = H(zo) 
3.2.2 L'Hospital 法 则 


例 3. 2.5( 导 数 极限 定理 ) 


设 函 数 f(z) 在 U(a) 连续 ,在 U(a) 可 导 , 且 极限 
limf(x) 存在 , 则 f(zx) 在 a 可 导 , 且 f(a) = limf"(z) (对 于 单 侧 情 形 也 成 立 !) 
证 法 一 (利用 L Hospital 法 则 ) 


由 条 件 及 L' Hospital 法 则 知 ， 


i = f= Crz) — fa)) ea 
Pe 元 一 鼠 ca (TC—a) wa 
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证 法 二 (利用 Lagrange 中 值 定 理 ) 
任 取 x E U(a) ,由 条 件 及 Lagrange 中 值 定理 知 ， 


3ee (az)( 或 35E (xa), 有 DD = f(8), 
于 是 ao) = lim tO = limf’(® = limf’(8) 


| 下 区 


3 
例 3.2.6 设 7(m 一 1 ,确定 w, 的 值 ,使 FCz) 在 工 三 3 处 
Gzr 十 0D，Z 二 3 


可 导 ， 
解 ”为 使 f(z) 在 x 二 3 处 可 导 , 首 先 必 有 f(z) 在 x 二 3 人 处 连续 ,从 而 
fC3+0) = (3 一 0) = f(3), 即 34+b=9. 
由 导数 极限 定理 : 
f% (3)= limf (x)= lim2x = 6,f° (3) = limf (x) = lima = a, 


xX 


故 a = 二 6, 进而 b= 二 一 9. 


在 42 一 cosT， 工业 0 
例 3.2.7 设 f(x) = z ,其 中 g(x) 具有 二 阶 导数 , 且 


Q， 并 一 0 
g(0) 一 1, 试 确定 a 值 ,使 f(z) 在 x = 0 处 连续 ,并 在 此 基础 上 进一步 求 广 (0). 
解法 一 (利用 L'Hospital 法 则 ) 
要 使 f(x) 在 z= 二 0 处 连续 ,必须 limf(zx) = 


而 limj(z) = lim D0 ~ lim (2) + Snr 一 > 一 (0), 从 而 一 g (0). 


I—*() 


FC0Y = li kz) 一 了 0) _ Ta 六 《区 )》 一 cOs 工 一 g (0)x 


工 -0 元 :一 属 re 个 还 


== 


Lim g (x) sinr— g' (0) 
I-*(0) 2x 


一 
2 lim 二 + )= ye (0) 十 1]. 


解法 二 (利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公式 ) 
将 g(x) 和 cosz 在 x = 二 0 处 展 成 Taylor 公式 (注意 g(0) 一 1)， 


I 
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g(7)=1 gC0)z 二 字 E (0) 十 olx’)， 


cos 工 一 ] 一 1 十 o(x?)， 


; 
同一 = gC) 十 却 [a”(0) 十 1]x 十 ol(x) ,进而 求 得 a 及 (0). 


例 3.2.8 证 明 : 若 /*(a) 存在 , 则 lim es Cay 


= ta 
证 法 一 (利用 Rolle 定理 ) 人 二 A,A 是 关于 


六 的 函数 . 则 
fla2h)—2f(a 二 +h)+ f(a)— Ah’* 一 0. 
令 F(D) = ja 十 20 一 2F(a 十 门 十 Fo) 一 Ai， 
则 FC) =2f (Ca++20) —2f (4+t) —2At,F(0) = F(h) = 0, 
由 Rolle 定理 知 , 3c 介 于 0,h 之 间 , 使 得 F'(c,) = 0， 
flat+2c0)—f (at+o,) 


从 而 A = 
Ch 
iA = lm TL et 
大 -= 局 -0 ch 
. 2 入 gd i 
= lim (大 一 一 人 -= fea). 
Eh h 


证 法 二 (利用 Canchy 中 值 定理 ) 
令 F(t1) = Fa 二 20 一 2FGe 十 门 十 Fa),GG = 2,t€ [0,h] 或 [h,0]， 
及 关 0. 则 


F(t1)=2f (a+2) —2f (4a) ,0 () = 217, 
则 由 Canchy 中 值 定 理 知 ， 


f(a 2h)=27(atht fla) _ F(Rh)— FOOON F’(c,) 
用 CE 一 GO) C (c,) 


Ch 


c 在 0,h 之 间 , 从 而 ， 
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nm = 四 
lim (a 2ei) ~—2f (a ey) 


he»0 2 Ch 


ji a+ 2h)— = 2f(a+t 记 十 f(a) 
了 


三 二 A 六 
lim 1 f la 


证 法 三 (利用 L'Hospital 法 则 ) 


今 FC(h) = flat+2h) —2f(ath) + fa) ,Gh) = kh 
i p R ~" / 

, Fa 十 2 一 2fCa 十 从 十 Fa) FO) 1 Fh) 

则 lim ph lim gen) = lm ny 


jim2f +2 — 2f (ath) 
hr-0 2h 


证 法 四 (利用 带 Peano 余 项 的 Taylor 公 式 )” 因 产 (a) 存在 ,由 Taylor 公 式 知 ， 


f (a). 


VE Uf es fea) | Fa te — a) + Co 
邻 T= 二 a 十 2h,rf 二 a 十 h(h 充分 小 ), 就 有 


fta i 2h) = fayt lay 24 + £2 。412 + oldh) (3.2.1) 


yah fa) F(a: + oH 0th) (3.2. 2) 


将 式 (3.2.1)、 式 (3.2.2) 代 人 要 证 左 端 ,有 


二 
例 3.2.9 设 FGz) 在 (co, 十 =) 可 导 , 证 明 下 述 结论 : 
CD 着 项 Fz) = Tm 2 = 0 
站 十 = 六 十 = 证 


(2) 若 lim f(z) 与 lim 产 (x) 都 存在 , 则 lim f' (zx) = 0; 


(3) 车 lim[f(x)+ (x)]=0, 则 lim f(x) = lim f (x)= 0. 
I 十 > Te 十 fw 二 


证 明 ”这 三 个 是 应 用 二 L' Hospital 法 则 的 典型 题目 . 


人 
w 十 二 re 十 


(2) 由 lim f(x) 存在 , 推 得 lim 二 一 0, 又 由 lim /Cz) 存在 , 推 得 lim f(x) 


er 


二 lim 了 f(x), 于 是 lim f(x) = 0. 
Te 十 ~ re 十 
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(0 i fe 
-十 T+oo 已 y-> 十 c= 


z+ e 
f(z)] = 0, lim f(x) = lim [fl(x)+ f(x) — flr) = 0. 
例 3.2.10 设 阴 数 f(z) 在 R 上 三 阶 可 导 , 又 lim jz) 存在 ,lim 六 (z) 存在 ， 
证 明 
limf'(zx) = limf° (x) = limf"(z) = 0. 


证 明 由 limf(x) 存在 ,可 推 得 lim 二 0, 连续 使 用 三 次 L'Hospital 法 


则 ,又 有 lim 好 乔 = lim 人 型 , 故 limf/”(z) = 0. 
I ss x I 


六- 


将 f(z 十 1),f(zx 一 1) 在 xz 处 展开 成 带 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 (其 中 工 
€ R). 


fz = fC) 4 C2) + 二 f(z) + 8) 


Pe dD ee Ff (7) 一 言 挛 ()， 


其 中 工 一 1 过 外 志 工 所 和 过 工 十 1. 
两 式 相 加 得 : 


PA 让 下 下 天 二 功 二 多 击 一 土产 人 ) +Hf 8) 
两 式 相 减 得 : 
Pe EE Tg es 
Cs 元 jz 十 1) pA 1) 13 Ch) 37 (&), 


邻 T 一 00 推 得 lim 了 f(x) 一 limf” (x) a 亿 
思考 题 3.2 


1. 已 知 函 数 f(x) ,其 在 UC0) 内 满足 f(z 十 -0 二 1, 求 
fx). 

2. 设 函数 f(x) 在 点 xo 处 可 导 ,xo < 二 BVn€ Ni, 是 limp, 一 x0， 
| 人 一 芝 | 为 有 界 数列 , 则 lim 个 嫩 一 人 2 一 f(z) 


— Eo 
Be — ir | 
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3. 若 (a) 存在 , 则 lim f(a 二 有 h) 十 A 二 Play. 


4. 车 (x) 在 [a, 十 cc) 一 致 连续 , 且 lim f(z) 存在 , 则 lim flr) =0; 
5. 函数 f(x) 在 区 间 了 一 致 可 微 的 充分 必要 条 件 是 f'(x) 在 区 间 工 一 致 连续 ， 


3.3 ”函数 的 单调 性 与 凸 性 


本 节 给 出 函数 单调 性 、 上 旺 性 的 导数 判别 法 ,并 利用 这 些 特性 证 明 或 创建 一 些 不 
等 式 . 


3.3.1 函数 的 单调 性 


命题 1( 单 调 性 判别 法 )” 设 函数 f(z) 在 区 间 1 连 续 且 在 区 间 1 的 内 部 1 可 导 ， 
则 

(1) 当 广 Cz) 人 0(C 人 > 0) 时 ,7Fz) 为 区 间 工 上 的 (严格 ) 单调 增加 函数 ; 

(2) 当 了 (zx) 过 0( 过 0) 时 ,f(x) 为 区 间 工 上 的 (严格 ) 单调 减少 函数 . 

证 明 仅 证 (1) , 设 任意 zz ETI 且 zi 天 ， 

因为 函数 f(x) 在 区 间 了 连续 且 在 区 间 I 的 内 部 1 可 导 , 故 /(zx) 在 以 zi ,zs 为 
端点 构成 的 闭 区 间 满 足 Lagrange 中 值 定理 , 故 有 ， 

fir) — fxs) 


Wl 区 


二 (8) 三 0(>> 0), 其 中 8 介 于 zi,zi 之 间 ,& EL. 

即 f(x) 为 区 间 了 工 上 的 (严格 ) 单调 增加 函数 . 

例 3.3.1 没 0 之 xz 过 1, 求 证 e > ze > 二 eT 

证 明 先 讶 上: > ze 

令 f(z)= 二 xe ,zx E€(0.1j,; 则 了 了 (x)= 二 e "(1 一 zx) 宇 0, 且 仅 在 += 1 处 等 
于 0, 故 f(z) 二 xe “在 (0,1] 严格 递增 ,从 而 0 二 zx 二 1 时 ,f(1) 放 f(x), 即 
e! Ss xe ™. 


再 证 ze 二 =e <, 即 证 zzer ”> 1， 


2 二 ; 这 
令 gz) 一 ze rrE(01], 则 gz) 一 一 e “(zx 十 1)? 二 0, 故 g(x) 一 xzer 
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在 (0,1] 严格 递减 ,从 而 0 二 x 过 1 时 ,g(x) 之 g(), 即 ze- > el. 


例 3.3.2 设 0 之 x 之 于 ,a 过 2, 求 证 : (还 ) < 
证 明 当 0<z<< 于 时 ,二 ->1, 故 e 苹 <2 时 , (于)】<< (二 -) ,下 面 来 
证 明 不 等 式 : 
< 
该 不 等 式 等 价 于 (< ) 一 二 -或 sinzcosYz 一 工 > 0. 


令 f(r) = Sinzcos 4x 一 工 , 则 


f(r) 一 cos 了 十 cos re sinx— 1, 


一 人 6g Ee 。sinr>0,rE€ 0 六 


FG 9 2 


只 
| 


从 而 0 二 x 二 和 时 ,f° (x) > fF (0) =0,f(7) > f(0) = 0, 妈 sinrcos 
7 0 
注 ”由 上 面 的 例子 所 给 出 的 不 等 式 还 可 以 得 到 一 些 具体 的 不 等 式 


当 & = 二 0 时 ， 1 


1 时, < 一 tan 和 过 
Bn 2 


当 a 


对 于 0 去 地 去 可, 人 


Sin 


将 一 一 轩 旦 转化 为 tanzsinz 一 xz? 之 0,0 二 xz 过 > 今 


sin7 
f(r) = tanzsinr — 7 ,x €E [0, 子 ) ， 
则 广 (z) = (sec 十 1)sinz 一 27z 人 2seczsinzr 一 27r 一 2(tanz 一 zz) 之 0,zE 


(0, 子 ) ,于 是 flz) 不 [95 严格 增加 ,f(x) 二 f(0), 即 得 结论 


对 于 (下 7) 二 于 时 ,0 过 zx 过 于 ,又 可 以 得 到 下 面 两 个 不 等 式 : 


SINY 
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(l])tanz 十 2sin7z > 37,0 之 工 过 六 CHuygens( 惠 更 斯 ) 不 等 式 ); 


(2) (小 让 2 去 也 (Wilker 不 等 式 ). 


sinz l 


tanx | 2sinz XX \: ,2sinr Tr \* ,sinr ， sinx、.， 
0 ,一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 一 一 二 十 > 3. 
对 于 (1) I I ( ) ( ) I 工 3 


对 于 (2), (2 ) 十 -> > 


便 各 3 设计 个 正 
lnb 一 lna 2 lnb— lna 
数 的 对 数 平均 ). 
分 析 ”要 证 不 等 式 等 价 于 
2(b— a) p 6—& 
a 
令 z 一 全, 则 上 述 不 等 式 化 为 
2 = 1) ss 
i < nx 志 py 
于 是 问题 归结 为 研究 :f(zx) = lnz 一 0 二 0 及 g(r) 一 lnzr 一 
这 


2 ,egG) = 0 在 [1,+ =) 的 严格 单调 性 . 


例 3.3.4 没 。 > 00 > 0, 证 明 (2 十 1) 1 


证 法 一 所 证 不 等 式 等 价 于 

(十 1)LinCe 十 1) 一 ln( 十 1)] 全 2(lna 一 ln0)， 

当 4 二 5 时 ,显然 成 立 . 当 a 关 5 时 ,又 等 价 于 
InCat+ 1)— ln(5+t+ 1) 二 b 


lna 一 lnb Ey S60 
InC(a 二 1) 一 ln(2 十 1) 记 ， 
jna 一 lnb < 三 了， Gs=0 


为 此 对 了 丽 数 In(z 十 1) ,lnz 在 [a,j 或 [5,aj] 上 应 用 Cauchy 中 值 定理 知 ， 


lakte 士 切 一 lp 十 1 
lna 一 lnb ] 十 


vim 
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注意 到 函数 g(Cz) = 一 一 在 (0, 十 ==) 上 是 递增 的 ,于 是 ， 


下 这 
< pb 
当 [ 本 ， 全 > » 
当 a 靖 二 0 时 有 bE ai> Fi 
pb 


当 万 之 a 之 0 时 ,有 as<8 二 记 - 和 二 


结论 得 证 . 
证 法 二 “所 证 不 等 式 等 价 于 


(十 1 > + 1 ) 
a pb 


sa > 0,b 4 0。 
1 二 
间 题 归结 为 讨论 函数 f(z) 一 衬 二 六 一 ,>>0 在 (0, 十 c=) 上 的 最 小 值 问题 ， 
这 又 可 归结 为 讨论 g(z) = ln/(z) = (1 十 二 )lnCz 十 1) 一 Inz 在 (0, 十 ce) 上 的 最 
小 值 问题 . 


~ / le = 一 bb 
由 于 & (zx) 去 (十 1 


0< 工 < 时 gz) <0z>p0 时 gx) 之 0， 
(B+ 
故 工 二 5b 时 f(x) 取得 最 小 值 f(5) = 一 一 一 ,结论 得 证 . 
十 pb 
(所 证 不 等 式 还 等 价 于 (1 十 二 ) (a+D 宇 +) (二 Da 之 00 > 0, 于 
是 问题 又 可 归结 为 函数 f(z) = (1 十 过) (1 十 z) ,b> 0 在 (0, + <) 上 的 最 小 值 


问题 ) 
例 3.3.5 设 4a&>>0>e, 求 证 六 二 a". 
分 析 要 证 不 等 式 等 价 于 


Bi ss a2 ,或 上 Inb > i y 
pb a 
问题 归结 为 研究 函数 f(x) 一 二 Inz 在 (e, 上 ce) 的 单调 性 . 


3.3.2 ”本数 的 凸 性 


是 水 数 概念 如 下 : 
设 函 数 f(x) 在 区 间 1 上 有 定义 .车 对 Yzxi,x; € 1, YA € [0,1], 有 


116 数学 分 析 选 讲 


Fazi 十 (一 1)zs) 妥 ApGz) 十 (1 一 1)FCzo) 
则 称 f(x) 为 I 上 的 凸 函 数 . 若 不 等 式 反 向 , 则 称 函 数 f(x) 为 IT 上 四 函数 . 
若 对 Vziz E 1,xi 关 Xx2，VAE (0,1), 有 
fAxrst 1 — Mx) TAF) + (1 — A rz) 
则 称 f(x) 为 1 上 的 严格 凸 函 数 . 
函数 f(x) 为 IT 上 的 是 函数 当 且 仅 当 对 于 1 上 任意 三 点 x1 三 zx 三 二, 总 有 
f(x) — f(x1) 一 了 za) — fli) — Ax)— fxs) . 


| 二 
i 交 | 人 一 习 3 一 区 和 


上 述 西 函数 概念 的 更 一 般 形式 是 Jensen( 往 森 ) 不 等 式 , 即 


函数 f(z) 是 区 间 工 上 的 凸 函 数 , 当 且 仅 当 Yo € (0,1), 2)g; = 二 1,Yzx;€E1, 
1 一 1 


i 一 1,2,… ,72, 有 
ai 十 ge 十 Tma) Sq fr ga fxr) gs) 

例 3.3.6 用 是 函数 定义 证 明 下 述 结论 

(1) 若是 区 间 了 上 的 上 是 (四 ) 函数 , 则 一 ff 是 1 上 的 四 (上 鸟 ) 两 数 ; 

(2) jz) 王 | 过 | 是 (一 co 十 ce) 上 的 凸 函 数 ; 

(3)f(x)= 二 x 是 (一 00, 十 co) 上 的 严格 唔 函数 . 

证 明 留 作 读 者 练习 . 我 们 会 发 现 每 一 个 是 函数 会 与 一 个 不 等 式 相 对 应 ,与 之 对 
应 的 不 等 式 我 们 统称 为 凸 不 等 式 . 

例 3.3.7 设 函 数 f(r) 是 La,o 上 的 西 函数 , 则 以 下 结论 必 成 立 其 一 : 

(1) f(x) 在 [a,6) 单调 递减 ; 

(2)f(x) 在 (oO 单调 递增 

(3) 3xzw E (a,0) | ,f(zx) 在 La,zxoj] 单调 递 减 ,在 Lxo,50] 单调 递增 . 

证 明 ”容易 证 明 [La,6] 上 的 西 函数 f(x) ,其 在 端点 处 存在 f(a 十 0),f(w 一 
0)( 见 思考 题 1. 5 的 第 3 题 ) , 且 f(a 二 0) 过 f(a0),f05 一 0) 过 f(0). 

构造 


tw 0 w= 
F(x) = 4 f(x), XE (ab), 
f(5—0); x=6 
则 f(z) 是 La,5] 上 的 连续 西 函 数 , 设 f(x) 在 x。E€ [a,b] 达 到 最 小 值 ， 
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(1 著 闸 三 加 则 对 Vzoazo EE [Le 旦 2 二 如 过 有 则 


FG) — F(xr)]< 0, 


=i 
从 而 F(z) 在 [a,5]j] 上 单调 递减 ,又 因为 F(a) 过 fla), 故 f(x) 在 [a,b) 单调 递减 . 
(2) 车 和 as 则 对 Yixivws EE (aib]l, 本 a 二 之; 则 


Psy — gd ee 


Flr) — Fr) < ETF(a)— F(zr,)]<o0, 


Wa 一 届 
从 而 F(x) 在 La,b] 单调 递增 ,又 因为 Fb) 之 f(5), 故 f(z) 在 (a,6b] 单调 递增 . 
(3) 若 zE (a,0), 由 (1),(2) 的 证 明 过 程 可 知 F(x) 在 [a,xzoj] 单调 递减 ,在 
Lzo,b] 单 调 递 增 , 又 因为 FO0) 达 了 f(b) ,Fla) 之 f(a), 故 f(x) 在 La,xoj] 单 调 递 减 ， 
在 [zx,,0] 单调 递增 . 
命题 2( 凸 性 判别 法 ) ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 工 上 具有 二 阶 导数 , 则 
(1) 当 jz)0(>0) 时 ,7Fz) 为 上 的 (严格 ) 凸 函 数 ; 
(让) 当 六 (x) 之 0( 过 0) 时 ,f(z) 为 1 上 的 (严格 ) 止 丽 数 ， 
例 3.3.8 证 明 加 权 均 值 不 等 式 


设 运 ; 沁 04q9, 之 0 三 lod Sg = 1, 则 TTz 雪 Sg, 
证 明 。 对 于 f(z) = Inz,zE (0, 十 ==) ,由 于 jz) = 一 去 二 0, 所 以 /xz) 一 
Inz 在 (0, 十 <) 为 四 琢 数 ,根据 中 丽 数 的 Jensen 不 等 式 得 
I | 
2 
从 而 要 证 不 等 式 成 立 . 
在 上 述 加 权 均 值 不 等 式 中 , 特 取 9% = gs 一 … = 9% = 二 ,得 到 均值 不 等 式 ; 


1 二 ia 本寺 这 
Ta 二 一 ,其 中 二 0 一 1 2，…,7， 


n 


又 特 取 gq = 方 ,9 = pr =at,x = bp 3 二 二 二 1, 可 得 到 Young( 杨 


氏 ) 不 等 式 ; 
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(请 读者 考虑 上 述 一 些 不 等 式 取 “ 一 ”的 条 件 )， 
Young 不 等 式 还 有 一 些 其它 的 证 法 ,与 函数 凸 性 相关 的 另 一 证 法 见 下 例 . 
例 3.3.9 ”证 明 ;(Young 不 等 式 ) 若 a 之 0 之 0, 且 户 全 二 一 1, 则 
1 Le 
ab 和 Fd 直 本 5 


证 明 ”在 题 设 条 件 下 ,所 证 不 等 式 wb 去 Fe a 等 价 于 
a 
5 : 
部 向 三 4,a = 方 ,显然 工 之 0,0 二 a 二 1, 由 此 问题 归结 为 证 明 下 面 结论 : 
若 过 >0,0<a 二 1, 则 xz 和 妥 auz 一 wx 十 1， 
事实 上 , 当 0 二 a 二 1,f(x) 一空 在 [0, 十 ce) 为 四 函数 且 可 导 , 从 而 在 [0， 
+ -) 上 曲线 f(x) = x 位 于 其 在 点 (1,1) 处 的 切线 上 方 ,此 时 切线 方程 为 y == ax 
一 gg 十 1; 于 是 x* ax 一 a 十 1. 
例 3.3.10 当 0 之 x 过 1 及 p1 时 ,有 2 ?之 x? 十 (1 一 xXx)* 达 1. 
证 法 一 “ 令 g(z) = zx?, 当 pp 之 1 时 ,g(x) 为 [0,1] 上 的 凸 函 数 ,从 而 


Yr E [0;11]s 少 ] 一 位 所 [0,1] ,a| st 3 |< 7 


即 2 过 十 (1 一 六 又 当 0 和 光芒 1 及 1 时 二 2 和 1 
故 x? 十 (1 一 xz)* 过 1. 

证 法 二 “对 于 f(x) =x 十 (1 一 xX)?,0 过 xz 声 1, 则 了 (x) = p[x? 1 一 
(1 一 x)”'J. 解 得 唯一 稳定 点 mw 一 二 € [0,1], 比 较 (0) ,f(D,f( 记 ) 求 得 最 值 


得 中 妆 于 十 人 一 2 雪 工 


例 3.3.11 证 明 :VzE (0, 素 ), 有 之 zx 一 sinz. 
x 
证 潜 一 。 对 于 f(x) = 一 sinx,x E€ [0, 信 ], 因 jz) = 一 sinx 过 0, 且 仅 在 0 处 


取得 “一 ”, 所 以 f(x) 一 sinz 在 [0, 也 ] 严 站 
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根据 严 凹 的 定义 , 当 六 所 (0 六 ) 时 ,曲线 f(x) = sinz 严格 位 于 其 端点 (0,0)， 
(Fl) 连 线段 的 上 方 . 


端点 (0,0), (本 ,1) 所 在 直线 方程 为 y= 三 z, 于 是 VrE (0, 亚 ), 有 二 < sinz., 
证 法 二 “构造 函数 


f(x) = x EE (0, 地 J]， 


XCOST 一 Sin 


则 VzE (0 本 ,有 六 cz) = 
并 


当 zE (0, 于 ) 时 ,及 (7) 一 S99 0, 故 f(x) 在 (0, 瑟 ] 严格 递 


减 .于 是 


sinzx 


x 


YzxzE€ (0, 世 ), 有 f(z) 二 f( 荆 ), 即 一 二 或 和 xz 一 sinz. 
2 2 工 9 


证 法 三 VxE€ 0, 各) ,要 证 不 等 式 业 x 二 Sin 等 价 于 Sa A 二 


2 sinx # ，sint 全 tcost — sint 
| OB SHE; 0. 
元 挛 . 3 t 


证 法 四 构造 函数 f(z) = sinz 一 二 rz E [0, 持 ], 则 


一 0， 


4|~ 


f’' (x) = cosz 一 2 f' (7x) = cos7 一 
元 
解 得 x, 一 arccos 二 E (0,3) ,比较 f(0) "f(zx0) ,f(D) 可 知 ,f(zx) 仅 在 端点 
(0, 子 ) 处 取得 最 小 值 0, 于 是 Yr E€ (0 ) ,有 sin>z 一 Er 23,0 或 和 < sinz. 
bs 


思考 题 3. 3 


1. 设 zy 之 0,8 之 a0, 证 上 明 :(x 十 y)* > Cza 十 光 ) 言 . 

2. 利用 肾 数 凸 性 证 明 例 3. 3. 4. 

3. 研究 函数 f(z) == zlnz 在 (0, 十 ce) 的 单调 性 . 凸 性 ,并 创建 关于 f(a 十 0)、 
f(a)、f(b) 三 者 之 问 的 不 等 式 . 
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3.4 多 元 函数 的 可 微 性 


本 节 内 容 包 括 三 部 分 ,一 是 探讨 多 元 函数 可 微 性 、 偏 导数 存在 性 、 连 续 性 之 间 
的 关系 ,二 是 利用 复合 函数 微分 法 求 偏 导 的 计算 类 题目 ,三 是 隐 消 数 (组 ) 微分 法 . 


3.4.1 多 元 函数 的 可 微 性 . 偏 导 数 存 在 性 .连续 性 的 关系 


函数 > = fxzyy) 在 (zi,w) 的 全 增 量 为 
Az = f(xo Ax, yo Ay) OO— fro Yo). 
如 果 令 Az 二 0 或 Ay = 0, 就 会 得 到 f(x,y) 在 (zo,yo) 两 个 偏 增 量 为 
Asz = f(xot Ar yy) — fxro,yo), 
Ayz = /ro 十 Ay) 一 yzoyyo)， 
如 果 f(x,y) 在 区 域 DC R" 有 定义 ,zyy)E DrEUGz), 且 


ji f xo Arsy0)— fxory0) jim A,z 
Ar-0 人 工 Az-*0 人 工 


一 /( 有 限 数 )， 


则 称 F(z,y) 在 点 (zi,y) 存在 关于 的 偏 导数 4( 记 作 广 (zuvy) 或 吗 | 。 )， 


同 理 可 定义 f(x,y) 在 点 (zoyyo) 存在 关于 y 的 偏 导数 . 
如 果 f(z,y) 在 点 (xo ,yo) 的 某 邻 域 有 定义 , 且 
Az = Fa 十 Az 加 十 Ay) 一 zoom)=AAr 十 BAy 二 o(o)， 

其 中 A,B 与 Ax,Ay 无 关 ,o(o) 是 较 p = VA 刀 十 Ay 高 阶 的 无 穷 小 量 ( 当 
(AzyAy) 一 (0,0) 时 ), 则 称 Fzyy) 在 点 (zoyy) 可 微 ,dz| 一 AAz 十 BAy 为 
f(z,y) 在 点 (xo ,yo) 的 全 微分 ， 

关于 二 元 函数 可 微 性 条 件 有 以 下 三 个 ,必须 掌握 . 

必要 条 件 : 

车 f(x,y) 在 点 (zym) 可 微 , 则 f(x,y) 在 点 (zo ,yo) 连续 且 f,(zxo,yo) 与 
f(zosyo) 存在 , 且 dz| yw) = f(xosy0)Az 二 f(zo Yo) Ay. 

充分 条 件 : 

f(zsy) 在 点 (xo，,yo) 菜 邻 域 存在 偏 导数 , 且 f, 与 f, 在 点 (zxo;yo) 连续 , 则 
fxsyy) 在 点 (xo ,yo) 可 微 . 
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充 要 条 件 : 
f(r,yy) 在 点 (zo ,yo) 可 微 的 充 要 条 件 是 曲面 z = 二 f(x,y) 在 点 (xo，,yo，,z0) 存 
在 切 平 面 :z 一 z 二 f(zoyyo)(X 一 X00) 十 f(zxoyyo)《(y 一 yo) ,其 中 z= 二 f(xo ,yo). 
;， XxX: 十 y 关 0 
例 3.4.1 设 Fzy) 一 4Cz 十 y) ,讨论 f(x,y) 在 (0,0) 
5 十 光一 0 
处 的 连续 性 、 偏 导数 存在 性 及 可 微 性 . 
一 = z? 2 1 
解 Dwar 十 yy )? i I 
当 p 之 1 人 时， 
注意 到 一 只 要 x 十 y 关 0) 为 有 界 变 量 ， lim (x 十 办) 一 0, 从 而 


ed 


lim 一 2 (z+ y) ?=0= f(0.0), 
e022 oT yy 


y*0 


当 p 宇 1 了 时， 


: Re p=1 
加 Ty i kr’ 2p 2 1 十 ” Ts 
limf (zx,y) = lim 《二 有 7 yr lim 二)r 5 
3 一 局 不 存在 ， 办 次 二 
0， p=1 


总 之 ,limf (x,y) 三 1 不 存在 有 本 
vy-*0 » Pp 过 


即 当 pp 过 1 时 ,f(x,y) 在 (0,0) 处 连续 , 当 p 宇 1 时 ,f(x,y) 在 (0,0) 处 不 连续 . 
加 对 任何 的 六, 都 有 f.60,0) = lim 上 于 一 人 一 lim 一 0 及 


F050) 三 机 
此 时 ,f(x,y) 在 (0,0) 处 的 可 向 性 转化 为 研究 极限 ly， 是 否 
为 0( 为 什么 ?). 因为 
0， p= 二 


m2 "yf(0,0) _ lim ZY 
>0 zd pt 方 
= Vr+iy r(x? 十 32) 不 存在 ， Rs 


即 当 思 过 霄 时 ,f(z， y) 在 (0,0) 处 可 微 , 当 p 宇 二 时 ,f(z,y) 在 (0,0) 处 不 
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可 微 . 
注 由 上 例 , 可 构造 如 下 反例 . 
(1) 当 p 宇 1 时 ,f(x,y) 在 (0,0) 处 偏 导 数 存在 ,但 不 连续 也 不 可 微 . 例如 
| < a zx 十 多 和 天 0 
Frzyy) 一 4z ty ， 在 (0,0) 处 . 


0， r++y = 


(2) 当 十 之 p 二 1 时 ,f(z,y) 在 (0,0) 处 连续 , 偏 导数 存在 但 不 可 微 . 例如 


ryx0 
fxsy) = ry ， 在 (0,0) 处 . 
ts Xx: 十 半 二 0 
(三 十 多 )2sin SR = 下 卡 学 学 0 
例 3.4.2 设 Fzyy) 一 ty ,讨论 f(x,y) 
Os zx 十 及 cs 0 


在 (0,0) 处 偏 导数 的 存在 性 、 偏 导数 的 连续 性 及 可 微 性 . 


zesin 


解 加 一 一 一 = 大 过 


”| 不 存在 ，p 之 方 


@ 当 户 > 了 时 , 广 (zy) 
1 


2 CE 1 ) 六 Np s 
2pzr (x 十 Sin 一 一 一 (2 十 六 )7 zcos Ce 天 0 
6， rx 站 = 0 
令 工 二 pcos0,y 二 psin9,(0 过 pp 过 十 2,0 过 9 过 27) ,计算 极限 如 下 : 


L = lim2poz-icosbsin 工 =0, 
2 pr*0 O 


lim2pr (zx + y )” sin—— 
下 


y=0 
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lim (x’ 十 y:)* ?xcos 一 = limp” +eoubeos 
r-0 O 


2 2 并 -个 


2 TY y>0 
0， 户 之 1 


不 存在 ， 广 <p 过 1 


V-e0 


因此 ， 当 子 二 Pp 二 1 时 ,f,(x,y) 在 (0,0) 处 不 连续 , 之 1 时 广 Cz,y) 在 (0， 


EA 


0) 处 连续 . 
®Y 当 p> 时 ,fC(0,0) 二 0 及 f,(0,0) ==0, 此 时 ,f(x,y) 在 (0,0) 处 的 可 


微 性 转化 为 研究 极限 lim 站 一 闻 二 人 0.0) 是 否 为 0. 事实 上 ， 


， (Ty =— £0,02 要 1 
fim SE jm jr n= 0， 
yy 了 十 了 
即 户 >> 了 时 六 zy) 在 (0,0) 处 可 微 
注 由 上 例 , 可 构造 如 下 反例 : 
bp 2 国 1 2 
(二 yy)sin 一 一， Xx 十 半 关 0 
flEsy) V = 全 . 
© ZX: 十 六 二 0 


f(x,y) 的 偏 导 数 在 (0,0) 处 不 连续 ,但 f(x,y) 在 (0,0) 处 可 微 . 
例 3.4.3 设 f(x),g(z) 分 别 在 区 间 [a,oj,[cd] 上 连续 ,定义 


上 (zyy) = | fa 。 | gds, Ca 过 工科 bc 入 ys 去 dd)， 


试用 全 微分 定义 证 明 F(x,y) 在 任意 点 (xo,yo) E (a,6b) X (c,d) 都 可 微 . 
证 明 对 (za 由 (za 十 Ar 力士 AoE (Cab x esd)s 
Frist Mrs 十 全 太一 站 zh) 


ro 十 Ar 站 BW 二 ww 

=| fa scod 一 | twa| 了 
ZI 十 Arz 3Y0 十 Ay Zz0 十 AL 

= | /wa scod 一 | fa ptyds 


2z6 十 Az 30 *o Yo 
+| fod| sd 一 | Fodl| gl(s)ds 
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二 | oa 人 “ecods je | Cd| f(D di. 
因 f(x) ,g(x) 分 别 在 区 间 [a,0j ,Le,dj] 上 连续 , 故 由 积分 上 限 函 数 连续 性 及 
积分 中 值 定理 知 ; 
ee 


votAY 
| g(s)ds = g(y% tOAyYAY = (gy) Ta)Ay, 


»o 


rn tar 
| 大 (di = f(zo tO Ar)Az = (f(xo) +a)Ar, 其 中 lima; = 0(i = 0,1,2)., 
x Azx-*0 


ve 


于 是 FCwyT Axiy | A — Plros ye) 
= (| fd to) gy) + oad)Ay +| "gods CH nd A 
= f(z, )| scodsaz 十 呈 击 ,| ydEAY 
to] gdsAr 十 [a | fad 二 a (gCy0) + or) Ay. 
出 六 运 Hz ecods'B 芝 gy)| fDi, 
a = «| gC)ds,8 = «| fd 十 aCg(yo) 十 a1) ,其 中 lima 一 lim8 二 0. 


即 FCze 十 Az,yo 十 Ay) 一 FGrzoyy) 一 AAz 十 BAy 十 acAz 十 BAy. 
F(x,y) 在 任意 点 (zuyyo) E (a,b) x (c,d) 都 可 微 . 
3.4.2 复合 函数 微分 法 
复合 函数 微分 法 关键 在 于 理 清 因 变 量 .中 间 变 量 . 自 变量 的 复合 关系 . 
例 3.4.4 求 函 数 > = fOry, 2) 的 二 阶 偏 导数 . 
解 ” 邻 w= zy,v 二 之 , 则 z= yf 一 fz, = wf 十 和 
于 Er sy 


了 2 2 I 
ze = fa 2 tf + 


wy = fof 一 方 f, 一 当 f%， 
人 ey 6 
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zs 二 二 生年 三 大， 


例 3.4.5 设 f(r,y,z) 有 连续 偏 导 数 . 记 Fl(uyvw) = F(CVrzre，Vau， 
waneoy 则 EF, + wvE, TwF, = rf + yfy tt zf 
证 明 今 工 = Vvw,y = Vuv'z 一 Vuw. 


F=f/ 过 +f 人 = + 一 


9u du ou 2 Vuv 2 .Vuw 
.dx | jx § Tw u 
F, 一 所 鞍 十 户 玫 十 庆 革 = 大 


本 ; .dy .Az ; U dd u 
FR: = i ye | 村 == r | 
7/ aw go ti YU 了 D sf hs 2 a 


整理 得 uF ,十 vF;, 十 wPF, = xf ,十 yf ,十 zf.. 


例 3.4.6 设 x = f(r),r= 二 Vx 十 六 十 尺 ,着 4 满足 Laplace( 拉 普 拉 斯 ) 方 


可 9 3 
程 328 十 了 放 二 一 0, 试 求 出 函数 u. 
解 ”计算 得 针 一 /于 + 了) 六 

9x > 
= Fn a ) 室 , 
9y 
2 2 天 2 
二 三 (7) 三 十 了 (7) a 
要 r 7 


代 人 到 Laplace 方程 中 得 ， 
fC) + f'n) A 
推 知 (7) 一 与 ,进而 f(x) = 一 上 十 Ci, 其 中 C,Ci 为 任意 常数 
下 面 的 例 3.4.7 一 例 3.4.9 为 利用 复合 函数 微分 法 进行 偏 微分 方程 变换 的 题 


俩 到 玉 7 入 立 二 eeo 归 , 放 二 总 研 06， 变换 方程 2 一 5 = 0 为 以 wg 为 自 
变量 的 形式 ， 
解 ” 设 < 为 以 zx,y 为 中 间 变 量 ,u,0 为 自 变 量 的 函数 ,计算 如 下 : 
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dz _ dz ds oz az gz 
让 Be cosO 十 如 We 3 sing 二 = 3 ee “cosO， 
C2 和 u EE4 ex 
一 (有 cosg 十 二 esing je cosO 秆 与 COs0 


2 总 1 .sing 十 aE ,sing 
在 (5 s 3 )e sin 了 sin 


9 之 2 世 
一 e2 (Feos’0 十 2 e “SingcosO + Tz is 一 sin? “0) 
9r” By 


2 ts » 9 ， 上 之 Oz ， 
di ez (Fisin'0—2 2 e"singcos0 + Fzcos’0 )— NE 
好 下 9 口交 dy 


0 XOYy 


gz ,9? OZ_ an 


昌之 Ea 
人 i 二 
于 是 22 一 er (2 说 )= 0, 所 以 原 方程 变换 为 部 十 3 
a > 2 gi 2 9 
例 3.4.8 设 w== xy,v 二 二 ,变换 方程 Xx? 一 一 y 
y dx 9y 
量 的 形式 . 
解 ” 设 z 为 以 u,v 为 中 间 变 量 ,zx,y 为 自 变 量 的 函数 ,计算 如 下 : 
az az os 1 az_az ax 工 
97 3 如 人 yy dy 9u Avuy’ 
gz _ gz, 5 9 ChE4 由 
re 3 zs 
可 这、 du ~ Audu av y 
2 Ox OS Oz 9 2 
ay gw uv yy Avy Avy 
iE2 10% dz » 8 xz 92x a Be i -1 
= 一 一 一 一 47’ 一 一 一 一 一 一 a - 季 六 = 。 
于 是 二 az > 9y ay * uv do y guo 9vu2ry 4 
19 
所 以 原 方程 变换 为 -一 元 2 


du De 2u 9m 


例 3.4.9 取 v = 一 工 二 2 一 ze 变换 方程 22 二 .2 4 
jx oo; 


为 以 u,v,w 为 变量 的 形式 ,其 中 ww 二 w(4,v). 


解法 一 ”将 = 视 作 由 z = we ,w= w(u,v),u 一 ,v= 3 复合 市 
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成 的 以 x,y 为 自 变 量 的 函数 ,计算 如 下 : 


z: 一 Fe Cw, 十 we yy = Te (YU 一 Wd) — WE Ys 
ce ,二 WE ,a 
zxe = (wi 十 2 + Ww ) ze 一 一 De 30 -十 站 十 可。 (th, 一 大》 


于 是 = = zz 十 zy 十 一 Te (za 十 2wn), 叉 zz 二 we”， 


故 原 方程 变换 为 ws 十 ws 一 2w. 
解法 二 ”将 也 视 作 由 取 一 ze? ,z= 二 x(x,y), 工 = 二 WU 十 vsy 二 一 vv 复合 而 成 
的 以 u,v 为 自 变量 的 函数 ,计算 如 下 : 


wh 一 e(zr 十 zy) 十 ze 一 e(zr 十 zy) 十 也， 


Ww, = ez 一 2) 一 Ze 一刀 (zz 一 2) CW, 
于 是 ww, 十 w, 一 2e>z，,， 
Wa 十 W = 2 (zw tT Zs) 2 rz, = Ze (zo 十 zi 十 ze)， 
注意 到 x,, 十 zy 十 一 :29 故 2e (xz 十 2 二) = 2erz = Zw, 
故 原 方程 变换 为 ww 十 wa 二 2w. 


3.4.3 隐 函 数 (组 ) 微分 法 


隐 上 函数 (组 ) 微分 法 关键 在 于 确定 方程 (组 ) 中 所 出 现 变量 之 间 隐 含 的 函数 
(组 ) 关系 ,然后 通过 复合 果 数 微分 法 建立 所 求 偏 导数 的 方程 (组 ) ,并 解 之 . 
例 3.4.10 已 知 xz= z(zr,y) 由 方程 > 一 zz: 十 yw: 一 1 确定 , 求 dz|ow 


Ox 


9ZOy | 00 


解 ” 对 方程 > 一 zz 十 yz 二 1 两边 求 关 于 zx,y 的 偏 导 数 , 并 注意 xz 二 z(x,y)， 
有 


口 之 2 se Ox 2 EE4 ee 
EE 之 27z gp 3yz FE Ee 0 » 
口 之 BREs k Po a 
一 一 2Xz 一 十 xz? 十 3yz* 一 三 0. 
Ady 2 9y 人 37 9y , 
人 2 日 虽 之 昌之 
当 工 二 0,y 二 0 时 ,z= 二 1, 代 人 上 式 求 得 一 二 ] ,一 三 一]5 
9x (0.0) 9y ‘ 
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az 
97x 


口 之 

(0.0) dx 本 ay 
(或 对 = 一 ze 十 ye 二 1 两 边 求 关 于 x,y 的 全 微分 

dz— zdzr— 2zxrzdz+ zidy 二 3yz’dz 一 


当 2 Oy =0,z=1 代入 上 式 求 得 dz = dz 一 dy) 


dz| too 一 dy = dz — dy. 


(0.0) 


a Ox BEa 
再 对 方程 3 一 = 一 2xx 3 + 3yx* 92 一 0 两 边 求 关于 y 的 偏 导数 ,有 
D2z DZ 9x Oz gz 2 pa EE Oz 局 2 沁 
一 一 一 2z 一 一 27 一 = 一 2zz 3 党 一 十 6yz 一 0， 
OZoy ay 2 9y 97x OZay m3 or 6yz ay - dz 3y 9TIY 
口 之 DZ 
将 工 二 i Ls (0.0) 加 ‘| = 1 代 和 人 上 式 求 得 姑 久 |， 了 5 


例 3.4.11 若 困 数组 了 一 zx,y 王 >y(Cuu) 的 所 有 俩 导数 在 点 PCu ,yw ) 


9(zx,y) 
9(u,v) 


Au Ou om 9v 


天 0' 求 57'3y'37'3y 


解法 一 ”由 条 件 知 , 肾 数 组 xz 二 (u,v),y 二 y(usv) 在 点 P(w ,vs) 的 邻 域 确 
定 了 反 函 数组 一 wz,) ,0 一 az, 则 有 位 二 下 和 人 2 全 2， 
求 关 于 xz 的 偏 导 数 得 ， 


[ 9x gu AX gm 
1 一: EE 9 ay 
| au ar dU oOX 2 > 


的 邻 域 连续 , 且 zo = 一 zy 一 yCxoyvuw)， 


解 得 3 = 
yu ,9y Bi 9 工 DC7yy) "9x 9(z,y). 
0 | dv Fz 9(u,v) 9(u,v) 
求 关 于 y 的 偏 导 数 得 ， 
0 02 0 dL oy az Ax 
du 9y AvU dy 解 得 2 _ dv ,gu 一 加 ar 
fe 9y 9u 9y om 9y QCZyy) ‘9y Ixy) 
audy aoay oO(u,U) A(u,v) 
pes ox ox 
TI 二 (u,v) > 人 和 全 有 , 
解法 二 对 的 两 个 函数 求全 微分 得 , 解 得 
[y= yl(usv dy = du + Sd 
ju Ov 
ay _ 9xg _ ay a 
es AQv dv > :A au 四 tdy 
9(X,y) DCZ，y) 


DC 已) 9(u,v) 
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由 此 求 得 


au ,au ,au av 
oz ay az" Ady. 


进一步 还 有 


DCZy) ,DCUD) 
9(usvu) 9Czryy) 


例 3.4.12 设 函 数 x=xCzyy) 由 方程 xx 一 Crzyyyzt)gCyzt) = 二 0,h(z, 


站 三 让 确定 ; 求 至 ,2 经 
9Xx 9y 


gl Zoot) 一 0 
解法 一 二 数组 | 可 上 确定 了 xz 二 x(y),t 三 1(y) 隐 函 数组 ,对 函数 
IAAzt) 二 


ag 1 9g dz | 9g dt _ 0 
9y 口 之 dy ot dy 


组 求 关于 y 的 偏 导 数 得 se ' 求 得 


一 二 十 过 二 一 0 
ox dy ot dy 
ag ah ag ah 
dz _ 9y9t dit_ 9y9z 
y a(gyh) dy a(g,h) 
a9(z,t) A(z,t) 


af dg oh oaf dg oah 9(f,g,h) 


au _9f ,9f dz 9f dt _9f |_ 9z9y9t toy Ie _ 9(ysz1t) 
ay ay azdy ady ay DCg,A) aCgh) 
9(z,1) 9(z,1) 
uU= f(x, yszt) 
解法 二 。 对 函数 组 | g(y,z,t) 一 0 求全 微分 得 ， 
h(z,t)=0 
du= fidz+i+ fydy+ f.dz+t fidi 
gydy 十 gdz 十 gdt= 二 0 ; 
h.dz++ hdt=0 
由 后 两 个 方程 解 出 dz ,dt, 代 入 到 第 一 个 方程 中 整理 得 到 结果 . 
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思考 题 3. 4 


1. 设 一 如 光一 到 ( zz 十 % 天 0， 变换 方程 (22 】 十 


Ga 


以 u,v 为 自 变量 的 形式 . 


su 
2. 设 > 六 二 村? TY We 
形式 . 
3. 设 z= 二 一 0 为 以 x,0 为 自 变 量 
的 形式 . 
4. 设 w 二 zwv 一 zz 十 六 ,y 关 0, 变 换 方程 y 沪 一 x z 守 一 0 为 以 wwv 为 自 变量 
的 形式 . 
5. 取 工 = xy 一 一 “一 ,z 一 ,改天 0， 变换 方程 x 窟 十 六 医 一 民 为 
“ 1 十 xm F 


以 u,v,w 为 变量 的 形式 ,其 中 忆 == wlu,v). 
6, 已 知 z 一 (zy) 由 方程 二 = ln 确定 , 求 dz 


7. 方程 组 | “所 确定 隐 函 数 4 一 uz,y),v 一 v(z,y) 的 偏 导数 . 


vy= zx 


IN 
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本 章 内 容 分 五 节 介绍 . 前 两 节 是 定 积分 理论 ,包括 不 定 积分 的 计算 方法 、 定 积 
分 的 计算 方法 以 及 积分 不 等 式 、 等 式 证 明 问 题 ; 后 三 节 是 多 元 隐 数 积分 理论 ,包括 
重 积分 .曲线 积分 和 曲面 积分 . 


4.1 不 定 积分 与 定 积分 的 计算 


4.1.1 不 定 积分 的 计算 方法 


不 定 积分 是 求 给 定 函 数 的 原 函 数 问 题 ,是 为 定 积分 的 计算 服务 的 . 不 定 积分 需 
要 微分 理论 和 定 积分 理论 的 支撑 ,我 们 可 以 把 不 定 积分 看 作 是 微分 与 定 积分 的 衔 
接 和 交叉 部 分 ,这 是 因为 不 定 积分 的 理论 基础 是 原 消 数 的 结构 和 原 函 数 的 存在 性 . 
原 函 数 的 存在 性 属于 定 积分 理论 (定义 在 区 间 工 上 的 连续 函数 f(x) 存在 原 函 


数 ,用 定 积分 | /Ddt 就 可 以 表示 J(z) 的 一 个 原 丽 数 ), 原 函数 的 结构 问题 属于 微 


分 理论 ,( 如 果 F(z) .G(x) 是 f(z) 在 区 间 1 上 的 任意 两 个 原 函 数 ,那么 F(x) 一 
G(x) 二 C( 常 数 ), 这 是 因为 [F(x) 一 G(x)] = 二 0,x € 了 .结合 上 述 两 个 重要 结论 ， 
即 可 推导 出 牛顿 - 莱 布 尼 兹 公式 , 即 

车 函数 f(x) 在 [a,0] 上 连续 ,F(x) 为 f(x) 在 [a,6j] 上 的 一 个 原 函 数 , 则 


| fedz = FD — PCay, 
事实 上 , 令 B(x) = | fa E [ab 站, 则 对 YVzE[ra' ob, 有 已 (z) = B(x) 一 
f(z). 从 而 存在 常数 C, 使 B(x) = F(zr) 十 C,; 将 x =a 代入 得 ,@B(a) = F(a) 十 C， 
pb 
C= 一 F(a), 将 x = 二 5 代入 得 ,@(4) = 下 (0O) 一 FCa), 即 | flr)dr = F(b)— F(a). 


不 定 积分 的 计算 方法 是 依赖 于 求 导 法 则 米 获 得 的 ,例如 分 部 积分 法 对 应 于 葡 
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数 乘积 的 求 导 法 则 , 换 元 积分 法 对 应 于 复合 函数 求 导 法 则 等 等 . 

我 们 常 说 “积分 无 定 法 ”但 有 总 体 的 原则 , 即 " 公 式 为 基础 ,变形 是 关键 ”公式 
指 的 是 常见 函数 的 积分 公式 ,变形 是 指 将 被 积 函 数 向 能 利用 积分 公式 的 形状 转化 ， 
变形 要 坚持 “化 繁 为 简 , 化 高 (次 ) 为 低 ,化 整 为 零 ,化 无 ( 理 ) 为 有 ”的 指导 思想 . 

下 面 的 三 个 例子 是 常见 的 , 旨 在 回顾 不 定 积分 的 常用 计算 方法 ， 


例 4.1,1 求 | seczdz 


LE — 
解法 令 4 二 tan , 则 secz 和 2arctanu, dx Tw 
.三 | 三 | 也 一 | ( 寺 1 
于 是 |seczdz | COSX 1 一 好 人 2 1 二 坟 a 
1 十 tan 之 
i | 十 记 
1 一 天 = 并 
tan me 
2 
ie [coszdz _ dsinz | da _ 
解法 二 |seerdz COsz - | se COS ZX 本 1 一 sinzz 1 一 好 
于 二 | 1 sinz 
” In 下 和 一 3 Tb 


解法 三 |seczdz | secr(secr tanr)dr _ [ d(seczx + tanz) 


seczx + tanz secz 十 tanx 


一 In|secz 十 tanx| 十 C. 


例 4.1.2 求 (1)| sec’ xdz; 2)| sec! zdr. 
解 | sec’ Xrdx 一 |seezdtanz = secrtanz -| tan’ xsecrdx 


一 SeczZtany 一 | sec’ 7 — 1)secrdr 


secztandy 一 | sec' dz 十 | seezdz 


于 是 | sec’ xdrx = 于 secztanz 十 Fln |secr 十 tanz| 十 C. 


(2)| sec'xdz 一 | sec’ zdtanx = ja 十 tan* zx)dtanz 一 tanx 十 tn +C, 


下 面 的 例子 体现 了 无 理 函 数 不 定 积分 的 常用 代 换 方法 . 
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例 4.1.3 求 | 一些 0 < 过 1T)， 
二 


A 
解法 一 三 角 代 换 x = sint 或 x = cost. 
| de |eserar = ln|csct— cott|+C= In 1_ v1-—x 十 C. 
rr V1 一 天 te 50, 本) 未 并 


解法 二 倒 代 换 x = = 


d( 主 ) rf | -过 
i 


| 一 人 一- 一 兰 一 =--| 
rT Vl—x’ ze [3 了 
x rx’ 


1* 1] 
==ln|s+ VE=IT|+C=-—Iln|+ 4-z|+c. 
7 


1 Vix 
这 


解法 三 。 被 积 函 数 化 为 关于 zx,、 /全 二 4 的 有 理 函 数 形式 , 作 代 换 


6 元- 刷 : 
Pe "Jar + 
crtd 
上 一 全 
dz dz Te 2dt _ | 
| = 二 = | | 二 
x Wd 1 林芝) lx Ls 
十 
过 
= la Te 二 
2 
Te 
解法 四 被 积 函 数 化 为 关于 x, Vax’ 十 br 十 c 的 有 理 了 浮 数 形式 , 作 欧 拉 代 换 
当 w& 盖 0 时 , 令 wWaz 十 巡 十 CC 一 上 士 Var， 
当 c 盖 0 时 , 令 wVaz: 十 bx 十 c= xt 土 Vc， 
当 ar 十 和 十 c 有 两 个 不 同 实 根 w,8 时 , 令 Vaz 二 br 十 c= 1(x 一 a). 
设 VI 二 过 = V(I 一 xX)(I 十 Xx) = 1(1 十 xz), 解 得 x 一 三 
dz i 


dry 
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Bl 


4.1.2 定 积 分 的 计算 


定 积分 的 计算 有 着 一 定 的 数值 计算 的 特点 ,因为 毕 竞 求 定 积分 求 的 是 一 


值 , 而 不 是 在 求 水 数 


1. 利用 对 称 性 简化 定 积分 
利用 对 称 性 计算 定 积分 ,可 以 减少 计算 量 , 其 理论 基础 是 下 面 这 个 例子 . 
例 4.1.4 设 f(z) 为 连续 函数 , 则 有 


rb bh 
| flz)dzr = | flat+b— rz)dr; 


(| foxydz = 去 | [fcz) + fla tb zd 


特别 地 
| rezpaz=| ArcCadr= 寺 | Ef) + fz)Jdz 
一 | [re 十 大 (一 zz)]dzs 
。 ?| /zydz， 7 为 偶 函 数 
| fendr=1 
0， /为 奇 函 数 
请 读者 白 证 之 . 


例 4.1.5 利用 例 4.1.4 之 结论 计算 下 列 积 


2 } 2 
2 zarctan ds (C2) 


I 一 元 
= 对 S1D 


| ed | ( InCz + VITz 站 + ne ) dx. 


) SINZX 十 COSZX 


解 (1) 由 例 4.1.4(3) 知 ， 


全 A Ai 
二 工 十 工 
原 积 分 | 用 retan a 十 arctan fF )dz 


个 数 
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-一 | EE 一 rarcsinz| = 工 . 
0 T= 6 
(2) 由 例 4. 1.4(3) 知 ， 


1 人 人 a 
原 积 分 = [|( (i + rd = | -dx 一 2. 


] 一 an 


(3) 由 例 4.1.4(2) 知 ， 


sin( 工 一) 


sinz 2 
原 积 分 3 sin7x eo 9 wy ; dx 
Sin( 二 一 工 ) 十 cos( 二 一 工 ) 
2 2 
= 于 | 赋 = 玛 
2 Jo 4° 


(4) 注意 到 ln(Cz 十 VI 十 也) 是 [一 1,1] 上 的 奇 函 数 ,注意 到 2rctan 是 [一 1， 
1] 上 的 偶 函 数 , 由 例 4.1.4(4) 知 ， 


1 3 


1 
arctan’ x ? 2 : 
原 积 分 = = 下 Td 3 ?| arctan’ xdarctanx 一 arctansx| = g6: 
8 96 


2, 利用 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


' In 2 
0 ] 十 2 


解法 一 今 工 二 tant, 则 


例 4.1.6 求 工 = 


I 一 | ma 十 tant)dtl 一 | md 十 tan?) 十 ln(1l 十 tan( 闻 —1))dt 
EE | na Ftan) (1 + tan(T — 0))]d 


pr 


= | In[(1 + tand (1 + Fe 


解法 二 邻 工 二 tant, 则 


二 | ma i Pe | Inc et sn 


0 cost 


1 


V2sin( 闻 十 1) 至 至 到 
一 二 闭环-| m2d: 十 | Insin( 王 十 0de 一 | Incostdi, 
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因 | Insin( 玛 十 dt 全 acosudu 故 T= | In2dr = 


言 In2， 
二 公 Re ek 1 
解法 三 人 T 7 , 则 
| Ti ea | Dg | eg] 
0 十 并 o 1 十 引 o 1 工 十 如 0 工 十 丰 
人 -区 
进而 了 二 }| sd g ln2. 
例 4.1.7 求 1(a) 二 | ardada ~ 0) 
1 
2 lnr 2 
解法 一 当 a 一 过 时 ,ICL) = | (+) dz=| A ji? 
【 导 上 e 和 证 


当 a 关 二 时 ,1(4) 


2 
| a™ dz 二 Tal | ， -| zda'™ 
1 1 


= 2a2 一 ] 一 ma| ardz 一 2am2 一 1] 一 lnaT(Ca)， 
1 


In2 _ 
9a Tr 4 之 0w4 关 语 
整理 得 I(a) = re 2 L I(a) = : 
ln2 ， 一 


解法 二 当 a 关 十 = 时 ,用 换 元 方法 : 


2 Inr=¢ rin2 ln2 t | ln2 In2 __ 
I(a) = | a™vdz = | a'e'dt =| (ae)'dt = tae) =24 1 
1 0 0 


lnae |， 1 二 lna 


当 a 二 二 时 ,对 于 Va>>0,f(x,a) 一 an 在 [1,2] X [ 记 ,24] 上 连续 ,从 而 
T(a) 对 于 Ya 二 0 连续. 


入 & 二 过 处 ,因为 基站 二 工 处 连续 ,从 而 


a Co 
1(E) = liml(a) = lim * 1 


> (2lIn27a 1 We 
a lim Tm ln = limC2ln2)a™ 一 ln2 


PE 
站 


a 


例 4.1.8 计算 也 


= 人 coOs"T COSN7Y dx. 
0 
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解 ” I, = | cos"rdsinnr 一 | cos” !xsinnrsinrdz 
77 J (0 0 


再 


一 一 于 | cos™ zfecos(2 十 1)z 一 cos(2 一 1)Zz]dz 


1 I 
可 lm! 一 也 cos" cos(1 1)zrdzr 


n 


3[1, 1 一 工 +| cos" 'xsinnz sinrdz] 


| 


1 一 … 一 二 1 一- 


人 

多 2° Py 

3. 利用 含 参量 积分 的 分 析 性 质 

例 4.1.9 ”利用 合 参 量 积分 的 分 析 性 质 再 求 例 4.1.6:1 一 | 十字 dx， 
解法 一 累 次 积分 顺序 的 可 交换 性 

注意 到 0 二 寻 一 | 


1 


工 a Zz 
Oy YY 一 一 
5 站 A Qe) yy) 


在 [0,1] x [0,1] 连续 ,于 是 


其 中 


t 1 1 1 
1 
a TT | 
1 x 
| GF 
全 
hy ( 诗 沪 I 


> 1 yy 、 
和 ss dr+| TE zdz | dz) 


= 十 到 In2 一 1 1 
和 n nl 十 区 上 


PE ' ,i 二 
于 是 1 一 | py iC 二)dy 一 亚 ln2 一 故 工 一 至 ln2. 


解法 二 微分 运算 与 积分 运算 的 可 交换 性 
和 从 I(y) 二 | ln(1 十 并 ) > a 


1 二 x 


Pg; Wy) lIn(1 + yx) 


5 本 本 i 和 , 9 
1 
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续 , 故 
/ df Int yr 二 人 还 
人 中 1 + 四 0 Ee 


二 -小 [下 十 宙 ln% 一 


因为 T(0) = 0,1(1) = 1, 故 1= 1(1) 一 1(0)= | ooay = ln2 一 三 
Tn 
Bln2: 

对 于 含 参 变量 反常 积分 也 可 以 考虑 上 述 两 种 不 同 做 法 . 


二 = ? 十 == 汪 
例 4.1.10 计算 plr) | er cosrrdzx(— = 一 r<+cc)( 利 用 | e 了 dz 一 


中 = , 十 = 十 二 
2 9 2 EP 
| e” cosrridr 及 | Fe * cosrrdz =| 一 re sinrrdzx 
0 0D ox 


在 (一 =, + oo) 上 一 致 收敛 ,并 且 被 积 函 数 @* cosrrdr, 一 er sinrx 在 (一 =c， 
十 ce) 汉 [0， 十 ce) 上 连续 . 


a i 二 
解法 一 w (7) = 于 Ee "cosrrdx = ' 一 Ze sinrrdz = 到 | sinrrde™ 
5 用 十 = 
一 Fe ”sinrx 隐 = | e ” cosrrdx 一 一 元 9(7)， 


即 g (7) 十 二 gp(r) 二 0, 推 得 (eT g(r))’ 一 0,erg(m) 一 Cep(r) 一 Ces 


寺 s 5 虽 
又 C= wo 一 | e dr 一 站 , 故 g(7) = 次 。 7, 

he 2 3 2 i 2 
解法 二 g(r) | ecosrzdz = | er (cosrr — cos0x) dx +| ex cos0zrdz 


y0 
+ r +r ft i 
= | dz| 一 ze” sintzrdi 十 一 | dr| 一 xe ”sintrdx 十 Vx 
站 0 D 0 


2 
加 1 Vn 
3 Ss 全 本 
下 7 Pd to 
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即 po(r) = 上 一 去 pp 由 十 到 , 对 r 求 导 得 9'(r) 一 一 亏 g(r) ,以 下 同方 法 一 . 
4.1.3 定 积 分 概念 的 应 用 
例 4.1.11 用 定 积分 和 式 极限 定义 求 | z*dz(b > > 0)， 


因为 | fczydz = lim FeDaAre, 定 积分 作为 黎 曼 和 极限 值 与 分 法 了 及 介 
点 的 取 法 无 关 , 所 以 在 可 积 的 前 提 下 ,只 要 不 影响 细 度 | -> 0, 可 以 用 与 被 
积 函数 相 适 应 的 特殊 介 点 法 或 特殊 分 割 法 来 简化 黎 曼 和 的 计算 ,进而 求 得 极限 . 
解法 一 (特殊 介 点 法 ) ”对 [a 人 ]] 的 任意 分 法 工 , 特 取 介 点 


1 
3 2 2 3 = 
Ty Ei 和 斗 - TETHT TTT’ 
& bs ( 4 (== ly Ns 
1 
和 2 2 3 于 
| 二 XL 十 立定 天] 十 注定 十 Ml \ Ee 
由 Xi > EE ~ ZX, 


学 1 - 3 -六 3 
rdr = lim 不 > 十 
a , k=1 


上 了 1 


ee 
lim 52 = ) 二 i 
= 


TH-»0 4 
解法 二 、【〔 特 殊 分 割 法 ) ”将 [a,bjn 等 分 , 取 & 二 zi(k 二 1,2,…,n), 则 有 
人 &(CO 一 oO 一 a 
| > dr 一 lim 和 > 区 十 ] 


二 [ 3 mad CB a) kl(b—a)) , /kD—a) | 
i 
i me ,n(n 二 1) 
ee -七 7 2 
二 34 (一 2) ,nT 1D) (2nt1) a , n(n +] 
7 6 7 4 


Es ee 
_5b 7 [da + Sakb —a) + da (b—a)’ 0 = | 


注 ”更 一 般 地 ,采用 特殊 介 点 法 求 | z"dz(m 三 1,5 > a > 0) ,为 此 研究 


| z"dz= lim 名 AZi. 其 思路 是 
4 i 


171--0 企 
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F(z) 一 2 职 函数 zx” 的 原 函 数 , 根 据 Lagrange 中 值 定理 有 ， 


Eh 
m 十 ] m 十 1 tt Sh Nh I 
1 
2 XY 十 "” lx 十 … 十 m 7 
计算 得 和 = (2 
-到 | ym | sa | Tm 二 
因 ze < (= 2 Zi 十 4 ris (kk = 1,2 ,nn) 
mm 十 1 


故 可 取 之 为 介 点 , 则 有 
| > dx = ,lin 时 at Il 十 多 十 xi)(Cze 一 1) 


2 — mi] 


= lim ,em 227 十] 

将 上 述 特 殊 介 点 法 加 以 理论 化 ,就 得 到 下 面 弱 条 件 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 效 公式 . 

例 4.1.12 ( 弱 条 件 下 的 牛顿 - 莱 布 尼 北 公式) ”车 函数 f(xr) 在 [La,o] 上 可 
积 , 且 存在 F(z), 使 得 F(zx) = f(x),YrxEe Gas , 则 | f(x) dz = F(b) — F(a). 

证 明 对 La,b] 进行 分 割 , 设 任意 分 法 为 Ta 二 zz 二 zx 二 二 zx, 二 b. 

因为 在 每 个 区 间 [x, 1,zx;] 上 ,F(x) 满足 Lagrange 中 值 定 理 ， 

故 分 别 存 在 7 E (x;1,x;) ,使 得 

F(x) — Fz) = COy)Ar， 


从 而 FCO) — Fla) = SLF(z) — F(z)] = DfOn)Azi, 
i i=|1 
于 是 [fdr = lim, D/A = FO — Fa). 


ee 
例 4.1.13 利用 定 积分 求 和 式 极限 im (二 十 二 十 二 上 


解法 一 (用 定 积 分 定义 ) 
4 ) 


1 
a re 了 J 
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. 1 1 J 
ns ee 


1 和 a 
让 (I 汪汪 


十 计 十 避 二 二 一 Inn) 十 In2n 一 Inn) 一 In2. 
例 4.1.14 若 消 数 y = f(x) 在 La,b] 严格 单调 ,连续 ,其 反 了 水 数 是 x = 
Ga 二 Fay = f(D), 则 | f :dy 一角 一 aa 一 | f(r)dz. 
证 明 ”不妨 设 y = f(x) 在 [a, 缮 严格 增加 , 则 z= 广 (y) 在 [c, 四 也 严格 增 
加 . 将 [a , 亲 等 分 成 % 个 小 区 间 [ze vzi], 设 儿 一 2, 则 xm 一 < 十 姑 作 一 0 
n. 对 应 的 ,La,Bj] 也 被 分 割 成 nn 个 小 区 间 [yxi yy ,其 中 y= f(z) ,yo 一 ay 一 
Bh. 


由 连续 性 可 知 , 当 nn 一 号 时 ,Azxs = 二 一 Ti 一 0,Ays 二 yi 一 yt > 0,k= 
1,…,n. 于是， 


| 


8 b 1 n 
| ICy)dy +| f(z)dzr = lim > 广 (x)Ay lim > f(z) Are 
9 有 WT k=1 "p=1 


L (ye)Ay fx) Are] 


| 
村 
下 MI: 


[x Cy 一 yr Ax 


1 1 
3 二 
Ww 


[Ca kh) (Cy 一 yi) yh] 


= lim 2D)[Cat (ki Dh)y — (a )ye1] 
一 limL (a 十 (nt+ Dh)y,— (at+h)y = 6 —aa, 
结论 得 证 . 
注 如果 将 例 4.1.14 中 的 条 件 “ 函 数 y = f(x) 在 La, Oo 严格 单调 .连续 ”加 
强 为 “函数 y= 二 f(x) 在 La.0j 严格 单调 、 可 微 ”", 则 由 定 积 分 的 分 部 积分 法 及 换 元 积 
分 法 得 ， 


-1 


“8B 9 有 I=/ "(y) b 
| 六 cody = yf yy)| -| >dr '(y) = WB—an— | f(x)dz. 
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例 4.1.15 设 函 数 wp(z) 与 J(x) 在 [a,4b] 连续, 任意 分 法 了 : 
多 二 和 站 /0. 
任 取 :0: E [zx We 三 1,2,…,n, 证 明 : 


nn 方 
lim PD plé Vy0, )Az: = | pr pr) dz. 


| 有 加 | Diss 


证 明 >)p(6)WCbDAz = Do(E DYE) Azi 十 > oe)LYO) — YE ) J Az, 
k=1 天 一 1 大 一 1 
/ 
其 中 lim 2 PS YE DAz = | cmwcz)dz 以 下 只 需 证 明 


lim Decs yo —y(&) Ar = 0. 


[a 
因为 p(x) 在 La,bj] 连续 ,从 而 p(x) 在 La,5] 有 界 , 即 3M 放 0,YzxE€ [a,b]， 
pz 入 M. 设 wz) 在 [zi1,z4j 的 振幅 为 wi, 则 


| BD)¢ce dLy0) — ye) Jar |< Dp) | yc0) 一 MD) 1Az 
三 1 =1 
< MO od. 


由 lim Dar, = 一 0 推 知 lim Dots Tyc0) 一 内 人)]Aze = 0. 
一 


2 点 
思考 题 4. 1 
1. 求 | esczdz 和 | sec'zdz. 
2. 仿照 例 4. 1. 11 用 定 积分 和 式 极限 定义 求 | 坚 (m 兰 2.4 之 4 之 0). 
3. 利用 例 4. 1.4 之 结论 计算 下 列 积分 : 
of se of FA 
4. 设 函数 g(x) 与 y(z) 在 La,0b] 连续 ,任意 分 法 工 : 


= 
任 取 EL ,从 EE [Liz Lo | Ey 1,2,…,n, 证 明 ; 


Wy b 
lim 5) VP EI TPOI A = | VP FI dz. 
“0 # 
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4.2 ”积分 不 等 式 与 积分 等 式 


在 本 小 节 , 我 们 主要 探讨 关于 定 积 分 不 等 式 和 等 式 的 证 明 问 题 ， 
4.2.1 积分 不 等 式 的 证 法 
例 4.2.1 设 丽 数 /(x) 在 [0, 和 连续 且 单调 增加 , 则 | zz)dz 之 
| fedz. 
证 法 一 令 F(z) = | (Dd 一 子 | f(Ddivx € [0,0]) 
则 FC = | .af Cn de < $| ft)dr, FOO) 二 所 
由 f(z) 在 [0,0] 单调 增加 知 ,F'(x) 一 六 | [ee 一 了 f(4)]dt 宇 0, 即 F(x) 在 
[0,0] 单调 增加 ,从 而 F(O) 三 F(0) , 即 | zf C0) dr > 全 | fendz. 
证 法 二 | zf Cdz | rz)dz 等 价 于 
| ce- fn de 和 = | ee DI) fC de | C= Df dr > 0. 
由 积分 第 一 中 值 定理 知 ,34 € [0, 孔 ], 名 E [ 隐 , 妇 ,使 得 
[sb) fndr = fee ,| bdr 一 一 与 Fe)， 
| 一 号 )7Cz)dz = 7 )| ,x 一 过 )dz = XY 


“bh 


于 是 | zf (x)dx 一 | rzdz 一 入 [Fe ) = f(&)] 0; 
证 法 三 ”根据 条 件 f(x) 在 L0.5j] 单调 及 积分 第 二 中 值 定理 知 , 3 & € [0,0j]， 
使 得 


三 日 上 
| Bf)dr = Fo| 一 号 )dz+7o| Cz— bdz 
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三 本 40 一 SELF 一 Fo) 三 0 
证 法 四 “由 f(x) 在 [0,0] 单调 增加 知 ， 


b A 
证 一 生 谍 大 动 二 底 名 订 芝 部 | (BD 
2 2 Jo 2 2 
2 6 2 
(zx 一 可 )f(z)dr 宇 (zx— fb)dr = f(4 ) (x— dr = 0. 


证 法 五 ” 作 积 分 变换 : 


| .zf Cdr ue | fvDdu > | fe du = = | FCz)dz， 
注 在 例 4.2.1 的 证 法 四 和 证 法 五 中 不 需要 连续 性 条 件 , 该 题 更 一 般 的 结 
果 是 ， 
没 函 数 /(z) 在 [a, 休 单调 增加 , 则 | z7Cz)dz >> “二 | fx)dz. 
读者 可 以 考虑 用 多 种 方法 解决 之 ,例如 用 方法 四 证 明 这 一 命题 ,这 只 需 注意 到 


C= Lf )—/(43)] > 0 和 | (z 一 * 寺 2)dz = 0. 


例 4.2.2 若 xz) 为 [a, 拉 上 的 增 函 数 , 则 G(z) =| /far 为 Fa 站 上 的 加 


子 数 . 
证 法 一 VA ygTa oda E La ,0] 日 Xl 去 < 2 SS zi 有 
Gri) 一 GCz) _ 


y= i 


a) far < fox) 


1 


Ts Ry 


G(x) — G(r) 


X33 I» 


过 


hn fayde = 


故 CCz) 一 | rood 为 La,o] 上 的 上 是 函数 . 


证 法 二 对 VA EE [0;1], YZzis x E [a,b] ,不 妨 设 zx! 二 zx;， 
Ari+t( A)r; hrlt(l—2a)r, 


G[azi + (1— Azr] = | fd = | fdet | fdi, 


I 
1 


Gna) + (1— VGCa) = 4] fod + (1 一 | fa 
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衬 | fd 十 大 -2 fed 
Xritil A zo 


而 | Pr i DY Pr | 一 六 | fa 
| 


时 | 
故 GLAz 十 (1 一 1)xzs] 委 MGGCz) 十 (1 一 1)GCzs), 即 GOz) = | fa 为 [a,b] 上 


的 凸 函数 . 
该 例 条 件 增强 为 f(x) 为 La,b] 上 的 连续 增 阴 数 ” 的 证 法 是 : 


G (rz) = f(z) 为 [a,b] 上 的 增 函 数 , 故 G(x) = | fa 为 [a,bj] 上 的 凸 也 数 . 


例 4.2.3 车 f(x) 为 [a,6] 上 的 增 函 数 , 则 Fr) = | fd 为 (a,6] 上 
的 增 丽 数 . 

证 法 一 yzzs € (4s 也 且 zi 过 zz, 注意 到 GCz) 一 | 了 (Dd 为 [a,6] 上 的 
册 函 数 ,就 有 


F(ziy = 1 | fear = CCzi) 人 人 一 人 ae) 
六 一 CJo py 六 1 一 ”次 
本 人 | fa = Fla), 
2 一 名 wea = Qa 


故 F(x) 二 一 | fd 为 (a,6] 上 的 增 函 数 . 
Ne 


1 


Er 4 


1 
X24a 
= ] 1 2 1 呈 站 三 
汪汪 -一 | 天 (| f(D dt 1 | rea) 


2 一 和 


证 法 二 F(xi1) 一 F(zxs) 一 


[fewar— | fa 


es ye ty 
(zl — a)(z, -| f(Ddi 元 | fa 


Wo Se/ 


该 例 条 件 增强 为 “f(z) 为 La,b] 上 的 连续 增 函 数 ” 的 证 法 是 : 


< = 0. 


fz | Food oo 
A 


(x—ay)’ xX—a 
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故 F(x) 一 一 | fa 为 (a,5] 上 的 增 函 数 . 


例 4.2.4 ( 强 条 件 下 的 Hadamard( 哈 德 马 ) 不 等 式 ) 
若 f(z) 为 La,o] 上 的 可 导 加 函数 , 则 


f(s )< 1 | /cwdr < 了 Ca) 二 AD) 
— aJs 多 


2 
证 法 一 仿照 例 4.2.1 之 证 法 一 ,对 于 二 一 | /(z)dz 过 人 全 人 全 ,将 b 替 
换 为 xX, 令 F(x) = | fear— (元 一 :0 三 2 关于 E [ao , 则 


F(b) = | f Crar— 《太一 0 大大 二 ,Fa) 一 0. 


要 证 不 等 式 等 价 于 FD) 过 FGa) , 往 证 FECz) 为 La,o] 上 的 减 函 数 . 
因为 f(x) 为 [a,bj] 上 的 可 导 凸 函数 , 故 六 (x) 为 [a,b] 上 的 增 函 数 , 从 而 


Cy = 诛 动 三 本 (7(a) 十 Fz)) 一 Ff (zr—a) 
和 人 
一 二 LFCz) 一 大 ae)] 一 二 广 (z)(Cz 一 a) 
2 2 
本 F(z _aLFa fz) So, 


故 F(x) 为 La,5] 上 的 减 函数 ， 


)< 一 | 了 f(x)dzr, 令 
b= ,ade 


水 


对 于 有 


Q& 十 工 


G(x) = | fear— (zx a ) E [a,], 同 理 可 证 . 
证 法 二 。 因为 f(x) 为 La,b] 上 的 可 导 凸 函数 , 故 对 Yx E€ [a,b], 有 


ro>A 人 地 rr 的 -2 


以 及 Ha) EI VT HV a), 
对 上 述 两 个 不 等 式 两 边 积分 即 得 结论 . 
例 4.2.5 ( 弱 条 件 下 的 Hadamard 不 等 式 ) 若 f(x) 为 Lao 上 的 凸 函数 , 则 


a++vb 1 | 二 了 
rs de 


第 4 章 函数 的 可 积 性 147 


| 
= .7[ 计 CQG 一 Da 十 办) 十 诗 ( + (1—06 |d 
< fA Datw)dtd| ft -Dd 
= | fe 二 (1 —1)b)dt 
< | [ae) ee 
= Fa)| 地 十 /| a — 1)drt 


_ f(D) 
ee. 


1 b 
今 x 二 ta + 一 D5, 则 | Fa 十 (1 一 Dpdr 一 二 | f(z)dz, 从 而 结论 成 立 . 


证 法 二 一 方面 , 据 定 积分 概念 和 凸 隐 数 Jenson 不 等 式 , 有 


bh Rs 
二 一 | flr)dzr 一 2 一 4 
六 一 &J。 7 


1 AR i 
pa lm feat a)) 


We a 
= lim 2 a 6 olimf( 志 名 (+ 从 a))) 


= /pa lm Dtib an)= /sd)= 站 


男 一 方面 , 令 工 = 二 ta 十 (1 一 1)b, 解 得 := :一 


二 , 即 YrE [abj,r = bo—z, 


b—a 
4b ,于 是 
人 
pep 加 | (这 和 i 6 )dz 
< (ro| $= ss = de 十 fw| 一 de zr)= f(a) Le 
7 G2 TN 


注 ” 当 f(z) 为 La,8] 上 的 丁 函 数 时 , f(z) 在 [a,6b] 上 未 必 和 连续 ,但 仅 在 端点 
处 可 能 有 可 去 间断 点 ,因此 是 可 积 的 . 
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4.2.2 积分 上 限 函 数 的 分 析 性 质 
积分 上 限 孙 数 的 分 析 性 质 有 如 下 两 个 结论 . 
车 f(x) 在 Fa,5] 可 积 , 则 B(x) = [fa 在 [a,5] 连续 . 


若 f(x) 在 La,bj] 连续 , 则 B(x) = | fea 在 [a,bj] 可 导 , 且 多 (x) = f(x). 
例 4.2.6 证 明 | C= A | (| feodr)du, 其 中 f(x) 连续 . 
证 法 一 (分 部 积分 法 ) i (| fevar)an = | far 一 | aa(| fowa) 


一 z| fC du = 上 uf (u) du = 上 (zx— Wf du. 
证 法 二 〔〈 微 分 法 ) 令 


Fz) = | GW foduG) = | (| fod)du, 
则 F'(z) = (| wf du) = (z| fdu— | uf 0du)’ 
一 | rods rf r= f(r = | fodu, 


GD = (| (Fw)d) = | fa = | fdu, 
故 F(x) 一 G(x) 一 C, 又 当 工 一 0 时 ,可 求 得 C = 0, 从 而 F(x) = G(xz). 
例 4.2.7 ”车 函数 f(z) 为 [a, 妇 上 的 非 负 连续 函数 且 | f(z)dz = 0， 
则 f(z) = 0 


证 法 一 ” 令 F(zx) 一 | Dar, 则 由 f(z) 的 非 负 性 知 , 对 VzE [ao ,有 
0 去 | /wa 站 | rcodz 0 
从 而 F(x) 一 | fa 二 


证 法 二 ”、 邻 F(zx)= | reodz 网 VrE[Labj F(zr) 一 zxz) 三 0, 故 Fr) 


为 La,b 上 的 增 函 数 . 
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b 
又 F(a) = 0,F(b) = | f(x)dz 二 0, 从 而 F(x) 三 0,Vx € La,bj， 


二 是 jw 二 :2 让 尖 名 
证 法 三 ( 反 证 法 ) 假设 jzxo EE La ,bj], 有 8Czo) 二 0, 则 由 连续 函数 保 号 性 知 ， 


I 0 中 六 区 《一 人 2 十 6 有 成 二) > 到 Fax )， 
从 而 由 f(x) 的 非 负 性 及 定 积分 不 等 式 性 知 ， 
| fenpdz 三 | f(x)dr 之 6f(zo) > 0, 与 | f(x)dzr = 0 矛盾 


例 4.2.8 车 g(x) 为 [a,0] 上 的 连续 函数 ,f(zx) 在 [ae,O] 上 可 积 不 变 号 ， 
了 eeE(a,p) ,使 得 


| fg) de 四 Jo)| g(z)dz 二 CD)| ecz)dz 
证 明令 G(x) = | gq, 则 
b b b b 
| fC)g (de = | FaYdGCE) = FaDGCz)| 本 | Gs) fF Cm)dz 
注意 到 (x) 在 [a,b] 上 可 积 不 变 号 ,不妨 设 f(x) 三 0, 由 积分 第 二 中 值 定 理 知 ， 
五 b 
jeEe (Ca,b) ,使 得 | Gali Cd = Gce)| de = GC POY — pta)] 


b b 9 
于 是 | f(x)g(r)dr = /0| g(x)—[f02)— /ca)]| g (xz)dx 


» 
Fo)| Ss(CzZ)dz 十 7O| g Cdz. 


4.2.3 定 积分 近似 计算 的 误差 分 析 
定 积分 近似 计算 的 梯形 法 公式 为 : 


二 也 二 a 2 Te | _ 
Be ~ | f(r)dz. 


下 面 的 例子 给 出 了 梯形 法 公式 误差 估计 的 定量 与 定性 分 析 . 
例 4.2.9 设 函 数 了 (zx) 在 La,b] 上 具有 二 阶 连续 导数 ，sup 上 | 了 F(z)|==M, 证 
明 ， 


hb de b 
Ql fC) dr — 2aLf(a) 十 f(5)] = 雪 | (w= A ds 


工 (一 aa PCe)， 
5 Ga) (Es 


3 


‘| fdr f+ 1D] < SM: 


(4) 将 [a,0] 等 分 成 区 个 小 区 间 :[zz],R 三 1,2, ,7 其 中 居 一 az 一 0 


b = Ea | 人 
i = | f(r)dz,s, = 5) 人 于 一 个, 则 有 
四 k=1 


(Bb— a 


1 一 $ |< 12n’ 


Mi 


| 


(5) limn’ (1 —S,) = 8—a) [Lf (a) — f(b)]. 


1 


I] 


4 b i 
证 明 《二 | feiz=| f(s)acr—2te) 


一 (2Z 一 


< | =| .tz 二 fdr 


< 机 / 
_b a ptay 十 f(b)] -| (zf (Zr)dz 


_b—ar, i [sy 
= Lf(a) + (OO] 一 立 | f(z)d[(x—a)(zx—b)] 


-> a Lay Fy]— FL —a)tr— By Cy) 


b 
J a)(z 一 0) fF (xr)dr] 


一 人 下 


二 一 一 [f(a) 十 FO)] 十 ;| Cz a rb fF rdr]. 


进一步 整理 得 到 结论 (1). 
(2) 根据 积分 第 一 中 值 定理 ,有 


b 
déE (a,b) ,使 得 去 | (xz—a)(r—o) fF (rdr 一 一 (0 一 a)2 (6) 


代入 到 结论 (1) 中 得 结论 (2). 
(3) 由 (2) 及 sup | 了 (zx) | 二 M 直接 推 得 . 
(4) 根据 结论 (3) ,有 
1 -sl= || fedr—s 和 A 
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加 1 
k=1 Th—1 
过 | f(zx)dr— fe + fm)]| 
= 1 
(b—a)’ 
12722 


b nl 加 ss 
(5) 由 结论 (2) 知 ,1 一 S, = | f (zdr— LD) et 
k=1 


Di)” ferdr—e )J) 


1 0 一 aa 
人 fe), 
其 中 名 € (Ti | Te sk = 1 ,2 ,71. 


从 而 和 2(T SY) = 1 a 
12 之 | 
= = pa 
12 
= 让 Ba ta mC]. 
思考 题 4. 2 


1. 求 证 : 当 f(z) 为 [a, 杂 上 的 凸 丽 数 时 ,有 方 (/ (a+ )+ f(b 一 <)) 


read {rt eA)Y 


2 


bob—a 
2. (Schwarz 不 等 式 ) 设 函 数 f(x) 和 g(x) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 
(| | 7czgCz)1dz) | CT)dz .| (xz) dz. 


3. 设 函数 /Cx) 在 [0,1] 上 可 导 ,/(0) 一 0,0 达 了 Cz) 过 1 证 明 (| Aczydz) 


之 | 户 (z)dz.( 仿 照例 4.2.5 之 证 法 一 ) 
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4. 若 函数 f(x) 为 La,o 上 的 可 积 函 数 ,g(x) 为 La,b] 上 的 非 负 可 积 函 数 , 则 
3é,y€E La ,站 ,使 得 | 7Cz)gCz)dz 三 m| gcz)dz 十 M| gC)dz, 


| fan dr 一 M| ecz)dz 汪 m| gC)da. 
其 中 尺 = nf f(z),M = sup,f (7). 
5. 若 函数 f(x) 为 [a,b] 上 的 单调 函数 ,g(x) 为 Leo 上 的 非 负 可 积 函 数 , 则 
3 € € La,0j, 使 得 


b 日 » 
| flr)g(r)dr 一 fo)| g (Zr)dx 十 [0 | g G2) dz. 


(利用 第 4 题 结论 证 明之 ,通常 教材 中 积分 第 二 中 值 定理 表述 是 : 
设 g(r) 为 [a,b] 上 的 可 积 函 数 ,函数 f(z) 为 [a,b5] 上 的 单调 函数 , 则 3& € 
[a ,Oo ,使 得 
“ & b 
| F(a) g(r)dr = Fo)| gz)dz 十 7CO)| gC)dz, ) 
6. 设 函数 f(x) 在 [a,5b] 上 具有 二 阶 连续 导数 ，sup_ | 了 (zx) | 二 M, 证 明 ， 
& 十 0) (ra) 
> 上 2 


| fir)dr— (6— f(s -Ca 


站 AN2 
+|.。 fd 


(2) 47 EE (a,b), | rcodz= = Gf (ee)+ | i fp) 
G)|| fdr bf < LM 


(4) 将 [Lao 等 分 成 7 个 小 区 间 :上 [x 机: 关 1 ,2,… ,7 ,其 中 Lo = dn = 


y 4 bp—aw x x (一 Q&)3 
bs Ts | 《还 9, 二 一 -一 一 一 一 一 一 ), 咱 一 Dn | 入 
) 记 ZX) dx ZF 7 ), 则 有 |1 一 S, | 过 Da Mi 


(5) limm (1 — S,) = i (b—a)[Lf (6) 一 f(a)]. 


4.3 二 重 积分 与 三 重 积 分 


对 于 平面 区 域 和 空间 区 域 上 的 重 积分 ,计算 的 基本 方法 是 化 为 累 次 积分 进行 
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计算 ,这 关键 在 于 对 区 域 的 表达 和 变换 (不 妨 称 之 为 区 域 分 析 , 这 需要 一 定 的 空间 
解析 能 力 ) ,而 变换 的 目的 实际 上 是 使 得 给 定 区 域 或 被 积 函 数 在 新 的 坐标 系 下 表达 
简单 ,从 而 利于 化 为 累 次 积分 计算 . 当然 ,在 计算 过 程 中 有 时 也 需要 考虑 一 定 的 技 
巧 , 例 如 积分 先后 次 序 的 选择 以 及 合理 利用 对 称 性 等 . 


4.3.1 二 重 积 分 的 计算 


例 4.3.1 平面 区 域 D 为 两 个 上 半圆 周 x: 十 y = 二 2ar ,zx* 十 y = 二 ar(y 宇 0， 
& 二 0) 围 成 , 试 分 别 给 出 品 在 直角 坐标 系 和 极 坐 标 系 下 的 不 同 表 示 . 
解 ” 上 半圆 周 x 十 y == 2az ,x 十 yy 二 ar(y 守 0,a 记 0) 可 分 别 化 为 
yy 一 V2ar 一 I,y 二 Var 一 x 以 及 极 坐 标 方 程 r = 2acosb,r 一 acos0(0 过 
x 
0 过 pe 


DD 有 如 下 四 种 表示 . 
(1)D 表示 为 x 型 区 域 ( 见 图 4-1):D = D, U D;,， 
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D;:$ <ySa,a— ey rat Wa — ys 


(3)D 表示 为 > 型 区 域 ( 见 图 4-3):D = D; U D;， 


BD, sa F200 arccos -二 ， 
2a 2a 


D;::;0 二 r<avarccos SO aTCCOS 
(4)DD 表示 为 9 型 区 域 :0 之 0 之 读 ,acos90 之 7 过 24acosb. 

同一 区 域 的 不 同 表 示 使 计算 有 了 繁 简 的 区 别 , 甚 至 影响 能 和 否 得 到 计算 结果 ， 
例 4.3.2 计算 下 列 二 重 积分 . 


OD [er dzdy, 其 中 万 为 由 工 一 0,y = 1,y 二 x 所 围 区 域 . 


(2)1 一 SPzdzdy, 其 中 为 由 zx = xy = xy = 一 x 所 闭 区 域 . 
‘Db 


» 


(GOT 一 站 计生 ,其 中 口 为 由 > 0.y 一 11y 一 < 所 图 区 域 
解 (1)D 表示 为 y 型 区 域 :.0 三 y 达 1,0 之 x 过 vy. 


1 A 
| ae dr = | ye dy 二 万 |， eC ze | 


| 


了 三 | ee dzdy 


D 


1 
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(2) 万 表 为 二 型 区 域 :0 委 工 迄 rr 一 并 委 y 委 T 


I =| 至 | Msy >= | Sinz | dy = | sinzdz 一 2. 
村 ” 
(3)1 = | 2 a 小 法 ns G1 十 二 )dy 
= 六) 7 = 2ln2. 
2 一 oy 
或 工 一 = , 志 aretan 去 arctan Vi) dx 
ry 学 一 


1 
一 1 (arctan ee arctant) dt 


1 
六 
| TR 


1 1 1 1 
一 2(tarctan 一 | 十 ed 一 tarctant| 十 
1 0 0 1 十 ft 0 


二 4| Td = 2ln2. 
(1) (2) 两 个 小 题 说 明 , 当 被 积 隐 数 是 只 有 一 个 变量 的 二 重 积 分 时 要 考虑 先 对 
另外 一 个 变量 积分 ,(3) 对 于 两 种 积分 顺序 都 可 以 ,但 计算 量 有 很 大 差别 . 
一 般 二 重 积分 与 三 重 积 分 的 计算 方法 如 表 4- 1 所 示 。 
表 4-1 二 重 积分 与 三 重 积分 的 计算 方法 


二 重 积 wadrdy 三 重 积 ey drdyds 
已 Vv 

名 投影 法 (选择 将 V 回 某 个 坐标 面 作 投影 ,积分 顺 

中 ”型 区 域 序 为 先 一 

D:a< rb pr) Sy pl(7), Via(ry) SE (Ty, zy) E Du， 

"| 村 Pp» Cr) i "| zl) 

| wardy 二 | dz| ”ArGzyy)dy cry drdyds = Jfazay| /Try 2) de 

a ) 学 人 zl (Ty 


， (x 
D 入 


@y 型 区 域 @ 截 面 法 (选择 将 V 向 某 个 坐标 轴 作 投 影 , 积 分 顺 
D;:c 壹 y 志 di(y) 过 XT 世 如 (y)， | 序 为 先 二 后 一 


ba CY) V:Czyy) Dyc zd, 
| wardy 一 | op f(x,y)dr rE ‘ < 
已 Vi 1 (Y) 


诬 池 注 沪 尊号 才 漠 蕴 上 徐 洁 罗 


1 
| 几 rersyedzdydz = | | fry,z)drdy 
Vv 
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续 表 4-1 


工 一 TU) yy 一 yCUL,U)， 


(x1y) E Dlu,v) € D', 


XUV yy = yCUV) x 一 z(U DUO) ， 


(Try12) EV (luv) E 


由 rezsyvedzdydz 一 eeu ,VC TD， 
由 


| wardy = f(r(uv), 


D 


潜 仿 党 阅 洒 | 


9A(T, YZ2) 


dudv 


ye dudvdrw 


(Ts 
yl(u.v)) | 3Cz,y) 


WwW) (uv)) | Bm 


中 柱 面 坐 标 变换 z = reosg,y = rsing,z 一 xz， 


极 坐 标 变换 x 三 rcosb,y 一 rsin0 = 
常 | | aCzyy) Eo 
用 Cr 一 rr， 其 中 0 委 7 云 十 ce 性 委 0 和 有 委 2 一 ce 志 2 过 十 ce， 
其 中 0 过 < 一 十 oo @ 球面 坐标 变换 工 = rsinpcosb,y = rsinpsin0,z 一 
~ Sl 
DCzyyyz) 
0<0< 2xr. rcosg, [Re = rsing, 


其 中 0 过 -<+ce,0 过 pg 委 r0 雪 0 去 2r 


例 4.3.3 计算 1 一 上 VI 一 ydzdy, 其 中 为 z* 十 y 一 1 与 y 二 |x| 所 围 


D 


区 域 ( 见 图 4- 4)， 


图 4-4 


解法 一 ”被 积 函数 V1 一 》y 只 含 变 量 >( 可 视 作 关于 工 的 偶 函 数 ) ,区域 D 关 
于 yy 轴 对 称 , 设 DD 在 第 一 象限 部 分 为 Di ,将 Di 表 为 y 型 区 域 利于 计算 ， 


Di 可 表示 为 两 部 分 ,0 过 过 二 ,0 过 zz 二 y 与 了 


V2 es Vi—y, 
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则 [= 中 vi 一 7dzdy = ad | Vi=ydz+2|,d | “= 
Di 


去 
万 


大 1 
=2|*y VI ydy+2|, (01— ydy = 2—Y2. 
站 万 


解法 二 。 对 DD 采取 极 华 标 变换 x == rcosg,y = rsin0, 则 Di 表 为 洒 过 0 声 


则 = ?| dg， V1l—rsin’ 5dr = 二 | 二 dg 


= 了 | 。 1 -| cos Og 
3 dt ng 


= Ee 
= 了 eo) | 


1 一 sing 
全 dsing = 2 一 V2. 


如 果 将 D, 表 为 z 型 区 域 或 不 考虑 对 称 性 而 直接 将 D 表示 为 :下 之 9 之 罕 ， 
0 过 -去 1 ,计算 积 分 时 就 会 遇 到 麻烦 . 由 此 可 见 积分 次 序 的 选择 和 对 称 性 的 使 用 
将 为 计算 带 米 简便 ,这 是 计算 之 初 需要 考虑 的 ,我 们 需要 积累 这 方面 的 经 验 . 

例 4.3.4 计算 下 列 二 重 积 


(C1)1 1 (zx — Xdrdys 其 申 DD= + (Cz)| | 这 | 二 [人 | ) ,为 正 整 数 . 


w1=] | + 一 drdy, 其 中 中 由 曲线 /一 一 二 / 汪 一 = 二 1 及 


直线 x = 二 cc,y = 二 c 所 围 成 (a,byc 二 0)( 见 图 4-5)， 
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解 (1) 令 x 一 工 十 y 泌 一 工 一 yy， 


Ex a |CEyyy| 1 a 
则 此 时 呈 囊 为 1<w<1, 1<o<11= | 加 地 |- a(urv)| 2° 
9(x,y) 
于 是 
; i 0， p 为 奇数 
[= 去 | wdu| vdv 一 2 为 偶数 
1 1 ee 3 
[tp 十 17” 为 偶 
(2) 令 工 一 5 十 adrcostbgy 一 (十 prsint0， 
二 n DCzyy) i 
则 些 时 DD 表 为 0 三 9 过 过,'0 到 < Te | 生 4aprcosibsinm 0, 于 是 
乞 1 5 _ ‘ 
I = 上 dg| 4aprzcos gsin 0dr = . 


以 上 两 例 说 明 , 变换 的 选择 依据 是 积分 区 域 (的 边界 ) 或 被 积 函 数 (的 表达 
起 六 

例 4.3.5 计算 下 列 二 重 积 分 : 

(1)1 = | V(y— x )drdy; 


,dy 


1 和 yc<3 


(2)1 


zy ldrdy; 其 中 D:0 过 x 过 1, 一 1 过 y 达 1. 


也 


解 (1) 如 图 4-6 所 示 ， 
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i= | vo-aly+t | VA, 


rv +1 rt yr + 


十 由 V[y— x Jdrdy 


r 十 2 所 3y<<3 


| dzdy 十 | 2dzdy = | dzdy 十 | dzdy 


本 2 y 
r+l<y<r 十 2 一 3 r 十 2 过 y<- 二 


2<y<- 一 3 
VT 3 1 3 
| dz| ,dy +| dr| ，dy 
Va r +l 1 x 十] 


一 读 (2V2 二 1. 


ll 


ly 


| 


(2) 如 图 4-7 所 示 ， 


图 4-7 


1 = | ( 虹 一 2)dzdy 十 | c 一 多 )dzdy 
全 


DiUDs 


1 yy 1 1 
=| dy| Cy — zdrt| dy| ,(z— ydz = 下 
1 0 1 y © 


当 被 积 函 数 中 含有 “绝对 值 函 数 | 1”、“ 取 整 函 数 L]”"、“ 符 号 函数 sgn” 等 函数 
时 ,需要 通过 分 割 区 域 来 化 简 被 积 函 数 . 


4.3.2 三 重 积分 的 计算 


例 4.3.6 空间 闭 体 V 由 球面 zx? 十 y 十 zx = 二 2a? 和 锥 面 x? 十 y= (> 
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0) 围 成 , 试 分 别 给 出 V 在 直角 坐标 系 、 柱 面 坐 标 系 和 球面 坐标 系 下 的 不 同 表示 . 

解 ”直角 坐标 系 下 ,有 以 下 两 种 表示 . 

.投影 法 (选择 将 V 向 某 个 坐标 面 作 投影 ); 向 xoy 坐标 面 投影 (从 两 个 曲面 方 
程 中 消去 变量 >) 得 投影 区 域 为 x 十 y: 二 a, 任意 固定 其 上 一 点 (xz,y)，, 引 平行 于 z 
轴 的 直线 , 求 出 被 边界 曲面 截 得 线段 端点 的 纵 坐 标 , 确 定 = 的 范围 . 

V:—a<r<a— Va <y< Va zr, 
VT+yY EE Vi ey. 

四 截面 法 (选择 将 V 向 某 个 坐标 轴 作 投影 ); 向 z 轴 投影 ,得 0 过 < 过 V2a, 任 意 
固定 其 上 一 点 x,' 引 平行 于 zoy 坐标 面 的 平面 , 求 出 被 边界 曲面 截 得 平面 区 域 的 
(zx,y) 的 范围 . 

V = UV ,其 中 Vi:0 委 z 委 ac, 好 十 曙 雪 以 ， 


Vs:a ZZVar Ty <2a! TO— xz. 
柱 面 坐标 变换 下 ,V 表示 为 :0 之 0 过 2x,0 过 rr 过 ar 过 zxz 之 V2a 一， 
球面 坐标 变换 下 ,V 表示 为 :0 三 9 志 2x,0 之 9 过 二 网 ra 


通过 下 面 的 例子 ,希望 读者 能 够 比较 不 同 解法 的 异同 ,理解 在 对 积分 区 域 分 析 
后 ,如 何 选 择 最 省 力 的 计算 手法 . 


例 4.3.7 计算 三 重 积分 /== 上 zdzdydz, 其 中 V 由 上 半球 面 z 十 yy 十 x 一 


4(z 宇 0) 和 旋转 抛物 面 x 十 y = 二 3z 所 围 成 ,如 图 4 -8 所 示 . 


图 4-8 


第 4 章 函数 的 可 积 性 161 


解法 一 ”将 V 向 xoy 坐标 面 作 投影 , 则 
DD 年 六 < 3 3 Ty ee ee 


| 4 y 1 ) 2 2 J 2 2 
于 是 了 三 中 dzdy| sp xzdz 二 这 | [47 yy) + drdy 
+4y 3 2 12 


六 十 六 <3 


一 (显然 最 后 的 二 重 积 分 计算 需要 用 到 极 坐 标 变换 ). 


解法 二 可 求 得 V 在 zxoy 坐标 面 上 的 投影 区 域 为 zx’ 十 y 过 3， 
在 柱 面 坐标 变换 x = rcosg,y 一 rsin0,z 二 x 下 V 表示 为 : 


0 过 9 过 2x,0 过 <V3,5 < V4—7， 


于 是 ， 了 = | 0 TM < 一 x. 


解法 三 ”将 V 向 x 轴 作 投影 ,x 十 y 十 xz* = 二 4(z 宇 0) 与 x* 十 y = 二 3z 相交， 
交 线 为 
z= 1,7 二 y=3, 
这 时 用 < = 1 将 V 分 成 两 部 分 到 = Vi U V ,其 中 


2 


Vi:0<zC1,D,= {(zy) |z + < 2}, 
和 于 二 


Vi:l <z2,D,. = {ry r+y 
1 ,| 2 ， 

¥ | dz | xdzdy 十 | dz | mdally ~ 一 人 3Tz? ， nz(4— z:)dz 
0 J "1! 


I Hy 3 + 4 


13 
4 


(被 积 防 数 只 含 变 量 x, 这 时 考虑 先 对 zx,y 求 二 重 积分 ,最 后 对 = 求 定 积分 的 “ 先 二 
一 ”截面 法 ,加 之 V 还 是 绕 < 轴 的 旋转 体 , 这 就 给 计算 带 来 了 极 大 方便 ) 
解法 四 《在 球面 坐标 变换 一 rsinpcosb,y 一 rsinpsin0,z 一 rcosp 下 V 一 Vi， 
1 Ws 


其 中 Vs:0<0<2r0< pS 0 rE, 


Vi:0S0I<2rF p< F'0 Sr 3cotycscy， 
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7 二 六 aof | recos sin dr+ ag.d | cos sin dy 二 3 元 十 莹 二 13r 
oo Po Pn 证 spsing i 
例 4.3.8 求 1 一 用 Cz 二 十 dzdydz, 其 中 避 为 梢 圆锥 面 汪 一 王 二 六 

Nn 

与 平面 > = 二 c 所 围 成 的 空间 闭 体 . 
解 引入 广义 柱 面 坐 标 变换 x = 二 arcosbo,y 王 prsing,z 一 z,|J|=cor, 则 2 

表 为 


OOR2n0RrR1lc 和 zz 委 ec 


2zx 1 c 
计算 I= | dg| dr| (a’ricos:0+ br sin < )abrdz 
2 1 2x 1 2 [Fr2 "1 
= abc («| cosgd0| dr 十 好 | sin’ 0d0| dr 十 5| dg| (1 = )rdr】 
0 0 0 o + 0 0 


一 rabe Ca’ 十 如 十 4c?). 


2 


简 4.3.5 求 了 = 用 Gz 二 yydrdydz, 其 中 避 为 由 x ee 


a 
n 


+ 各 所 围 成 的 空间 闭 体 ,如 图 4 - 9 所 示 ， 


图 4-9 


解法 一 首先 1 = We Wdydes = edzrdydz + ydrdydz, 由 了 
n n n 


Ee) 


关于 zoz 坐标 面 对 称 ,f(x,y,z) 二 y 为 0 上 关于 y 的 奇 丽 数 , 故 | ydzdyds 总 


引入 广义 柱 面 坐标 变换 x = 二 xz,y = arcos0,z = brsin9, | [|= abr, 则 0 一 


第 4 章 函数 的 可 积 性 163 


人 OU 0: ,其 中 
人 ii:0 委 0 过 270 和 过 庆 委 10 委 二 过 1 
起 


Qs:0LOZ2rlZr<V, Vr 1l<r<l 


计算 得 7 由 zazaydz 二 | | dr| zabrdz 十 [eof ar] rabrdz 一 2 
解法 二 在 解法 一 的 柱 面 坐标 变换 下 ,Q 还 可 表 为 


0 人 la0RR2n0RrE Vl 


E "1 2x V 1 
drdydz 一 | dz| dg| zabrdr = 3 
n 0 0 站 


计算 得 I 


解法 三 ”对 Q 直接 采用 截面 法 表示 为 
2 i 
0<zr<1l,(y,z) € D,= (is 区 | 各 十 各 和 1 十 地 
a 
1 "| 1 
计算 得 工 一 edzdyds = | dz||z dydz = rab| Xz(l 十 x )dz = 4, 
n D, 
2 2 
读者 可 以 对 比 解法 二 和 解法 三 ,会 发 现 截面 区 域 D, = {(y,x) | 雪 十 机 受 寺 


好 在 广义 极 坐 标 变换 y = arcos0,x == brsin9 下 的 表示 恰 为 0 二 9 过 2x,0 声 7 过 
V1l+r’. 


例 4.3.10 求 闭 曲面 SA 入 十 站 二 二 六 二 cz 所 围 立体 之 体积 (a,b,c 之 0)， 


解 注意 到 > 三 0 及 对 称 性 ,所 求 体 积 为 在 第 一 填 限 部 分 体积 的 四 倍 . 
在 广义 球面 坐标 变换 zx = arsinpcosb,y 一 brsingsinb,z = rcosp，| .|= 
abr” sing 下 ,曲面 S 为 :r= 二 ccosg, 第 一 卦 限 部 分 为 : 


忒 一 c Yeose 茹 ， 
于 是 V = 让. dg|， dp| abr? singdr = 2 
GO 0 o 
思考 题 4.3 


1. 在 区 域 卫 = {(z,y)| | xz | 十 | y | 过 1) 上 计算 下 列 二 重 积分 . 


164 数学 分 析 选 讲 


(1]) 五 = |z*ydzdy; (2) 1 = 2 sk dzrdy. 
Db Vr 十 十 4 


2. 计 算 1 = 小 二 ycz 十 六)]dzdy, 其 中 f(u) 是 连续 函数 ,区 域 也 由 y = 


zy 二 1,z = 二 一 1 围 成 . 
3. 计算 下 列 区 域 D 的 面积 . 


(DD 由 音 线 ,天 二 < 十 /> 二 = 1 二 和 /> 二 一 4 及 直线 一 <， y= 


c 所 围 成 (a,b,c 二 0). 

(2)D 由 四 条 直线 z+ 十 y= 二 prY 二 y= 二 gy 二 ar'y 二 (0 之 pq0<a< 
b) 所 围 成 . 

4. 计算 下 列 三 重 积分 . 


(1)1 = jj: VX y drdydz, 
v 


其 中 V 由 曲面 > == Vx 十 y 和 x 二 x 十 y 所 围 成 . 
(2)7 = ls 一 zx)arctanzdzdydz， 
2 


其 中 V 由 曲面 x* 十 万 (y 一 2) = R= 


Ee 
I 
尝 
到 
法 


5 计算 体积 (a eh > 0); 
(1) 求 闭 曲面 Sf 在 一 所 围 立 体 之 体积 ; 


(2) 求 闭 曲面 S:() 十 (学 计 十 (过 站 二 1 所 围 立体 之 体积 , 


中 f(r +y +e )drdydz 


6, 设 g() = 天 一 一 一 一 一 一 一 ， 其 中 :二 0,f 是 正 值 连续 孔 数 
由 (zy f(r 十 只 )dzdy 
证 明 g(z) 是 (0， 十 oy 严格 单调 丽 数 
4.4 曲线 积 


曲线 包括 平面 曲线 和 空间 曲线 ,而 曲线 积分 有 第 一 型 曲线 积分 和 第 二 型 曲线 
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积分 之 分 ,无 论 是 研究 曲线 自身 的 微分 几何 性 质 ( 例 如 切线 ,曲率 、 弧 长 ,法 平面 、 围 
成 区 域 的 面积 等 ) ,还 是 计算 曲线 上 的 积分 ,都 依赖 于 曲线 方程 的 表达 形式 . 一 般 来 
讲 , 当 需 计 算 给 定 曲线 的 某 个 几何 量 或 其 上 某 种 类 型 的 积分 时 ,基于 不 同 的 表达 形 
式 就 有 不 同 的 计算 公式 和 计算 方法 ,因此 ,将 曲线 的 表达 形式 搞 清楚 ,是 进行 与 曲 
线 相关 计算 的 重要 前 提 工 作 . 

本 节 使 用 如 下 一 些 结论 . 

(1) 设 函 数 f(z,y) 在 光滑 曲线 C:z = 8(D ,y = y(1) ,a 过 1 之 8B 上 连续 , 则 第 


一 型 曲线 积分 | frpds=| f(g .gn) V9 (1) 十 W(t) dt. 曲线 C 光 滑 是 指 
oO (0 CD 在 [La,B8] 上 连续 且 gg (2) 十 Wy (41) 天 0. 特 别 地 ,曲线 C 的 弧 长 ， =| a 


月 
= | Vp (HY dt. 


(2) 设 消 数 P(xz,y) ,Q(z,y) 在 有 向 平面 光滑 曲线 C(A,B):x = 9(1),y = 
yD va 之 + 之 B, 上 连续 , 且 a 对 应 起 点 4A,8 对 应 终点 B, 则 第 二 型 曲线 积分 


8 
| P(x)dr + Q(z,y)dy EAA 


对 于 空间 曲线 也 有 类 似 结 果 . 
针对 平面 闭 曲 线 有 Green 公式 ， 


aP 


(3) (Green 公式 ) 设 P,Q,3 在 有 界 闭 区 域 D 上 连续 ,边界 9D 为 逐 段 光滑 


9 9 
的 封闭 曲线 且 取 正 向 , 则 Pdz + Qdy = 办 二 站)dzdy 可 | dx dy | dedy. 
| 万 Db P Q 


特别 地 ,区 域 D 的 面积 S, = 3 zdy — ydz., 


针对 空间 闭 曲 线 有 Stokes 公式 . 
(4)(Stokes 公式 ) 设 函 数 P,Q,R 及 其 俩 导数 在 分 片 光 滑 有 界 双 侧 曲面 S 上 连 
续 , 边 界 9S 为 逐 段 光滑 的 封闭 曲线 且 其 正方 向 与 S 所 指定 的 正 侧 符合 右手 系 , 则 


中 Pdz 十 Qdy 十 Rdz = | -2dyd+ (FE — IR) ddr + (8 一 红 )dzdy 
aD .4 9y 9z 9z 97 oz 9y 


166 数学 分 析 选 讲 


dydz dzdzr dzdy cosa cosB cosy 
9 9 9 a 9 9 
| 9x ay Dz = az ay Dz < 


Pp Q R | P Q R 
4.4.1 曲线 积分 的 基本 方法 
例 4.4.1 将 封闭 曲线 :x 十 yy 二 az 表示 为 不 同 的 参数 方程 ,并 计算 
中 J di 
解 用工, 表示 圆 工 的 上 半 部 分 ,由 对 称 性 知 
Li 可 以 表示 为 如 下 三 种 形式 . 
(Dr=zry= Var—x ,0SCrua. 


(2)z = ” 十 到 cosg,y 三 号 sing,0 XOZx. 


(3)7x 一 acos2b,y = acosgsin0,0 过 0 六 (利用 极 坐标 r = acos0). 


以 (3) 为 例 , 通 过 计算 ds = Vdx 十 dy* = 二 Vr (90)* 十 r “(0)d9 = ad9, 进 而 
中 Vz 十 交 d 一 2| Vards 一 2a| cosbdg = 2a’, 


起 0 
例 4.4.2 设 丁 为 球面 zx? 十 yy 十 z* = 二 a’ 与 平面 zx 十 y 十 zx 一 0 的 交 线 ,从 
轴 正 向 看 逆 时 针 为 正 向 . 计算 下 列 问题 ， 


(GD) 求 曲线 下 在 点 M{( 坚 wo0, 一 如 a ) 的 切线 方程 
(2) 计算 第 一 型 曲线 积分 | (3z: 十 zx)ds; 


(3) 计算 第 二 型 曲线 积分 ydz 十 zdy 十 Xdz. 


解法 一 ”将 上 述 三 个 问题 统一 在 参数 方程 下 解决 . 


TI 十 六 十 二 a 
首先 建立 rs 的 参数 方程 . 


工 十 y 十 之 二 
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先 求 卫 在 zoy 坐标 面 的 投影 曲线 的 参数 方程 ,为 此 利用 所 给 两 曲面 方程 消去 x 
得 ， 
x 二 xy 十 六 一 抑或 ( 虹 z) + (到 十 y) = 分 
CSE 一 万 "os 村 


y 王 二 sing,gE [0,2zxr,9 增 加 时 投影 曲线 为 道 时 针 方 
向 , 则 > 一 Sacos0,y 一 


sing 一 局 cosb， 
代 人 到 z 二 y 十 xz 一 0 中 ,得 


并 一 本 4c0sO 
wu 7 
z 二 一 一 cos0 一 一 sin0, 故 工 :4 
V6 V2 


a 
y 三 一 sin0 一 一 cos0 
V2 V6 


0 委 0 委 2r 
z 一 一 有 cosb 一 -ing 
下 面 根据 上 述 参数 方程 解决 之 : 
(DM (Ga,0, a 


将 4 ) 对 应 参数 为 9。 一 至 ,计算 切 向 量 


{= (x (0),y (0) ,2 (0,)) 一 (一 


4 2 4) 
VE V6 V6 
曲线 开 在 点 M (如 a,0， 一 罕 ) 的 切线 方程 为 
-Fe :+ 
上 


(2) 根据 参数 方程 ,容易 计算 由 (3x 十 <)ds 一 2ra3. 


(3) 根据 参数 方程 ,并 注意 到 | singcosbdg = 0, 容 易 计算 四 ydz ee 
=— V3na’. 
解法 二 


结合 


积分 曲线 和 被 积 隐 数 的 特定 形式 ,进行 技巧 性 的 计算 . 
(1) 利用 空间 曲线 由 函数 方程 组 F(zr,y,z) = 二 0,F,(r,y,z) = 二 0 确定 时 ,点 M 
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处 的 切线 方程 公式 : 


一 0 于 yy 一 3 至 之 人 Xo 
二 由 9(F,,F;,) 上 (Ri ,FF,) 
9Cyyz) a(gsr) |w (XYy) |w 


令 F(x ye) = 7 es 二 zz =a ,F(x yi) = Ty 十 z; 则 


a(F,,F;) 2y 2z 

ee 一 = V2 

DCyyz) M 由 1 mt V2a 

HFFd))| _ | 2 _ >» 

a( zs) M 加 i 1 和 二 V2a 

a(F,F,) 27 2y 

—— 一 一 /2 

9OCZyy) |w | Dd V2a 

下 所 

V5 VE dh z+ 站 

故 曲 线 帮 在 点 M (好 a,0, 一 学 a ) 的 切线 方程 为 = 艺 = 一 一 . 


(2) 由 对 称 性 知 中 zzdz 一 中 > dz 一 中 =: dx 中 > dz = 中 >dz 一 中 =dx ;于 是 


中 (3x2 十 z)ds 一 计 3fKz2 十 六 十 = ds 十 了 ‘区 十 六 十 x)ids = a 中 ds = 2xa’ 
r 3Jr 3Jr r 


(3) 设 S 为 太 围 成 的 圆 面 ,根据 右手 系 ,上 侧 为 正 侧 ,其 法 线 正方 向 的 方向 余弦 
为 ( 方 ' 霹 ' 方 ) ,根据 Stokes 公式 及 两 类 曲面 的 关系 ,计算 得 ， 
一 


zdy 二 Xdz = 一 ||dvdz 十 dzdz 十 dzdy 一 一 | dS 一 一 V3raz. 
s V3 


4.4.2 Green 公式 与 曲线 积分 


例 4.4.3 求 工 = in 47x ycosydz 十 (x'cosy 一 Xx'ysiny)dy. 其 中 LL;y = EE 


是 从 O040,0) 到 A(1, 吾 ) 的 弧 段 . 
解 ” 邻 P= 47ziycosy'Q@ = xicosy— 7!ysiny, 


oP 


则 元 = 47x’cosy— 47x’ ysiny 一 58 ,此 时 曲线 积分 与 路 径 无 关 . 


ye 
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OB:x=0,y=y,0 SyEF,BAy= ,r=70SI< 1. 


5 . 社 | a x 
| 一 3 ye AI 二 ) 攻 让 -: 二 
则 I 上 422 ycosydz + (zx'cosy— x! ysiny)dy 了 | .> dz 一 6 


例 4.4.4 已 知 du 二 (e? 十 zyen)dr 十 zendy, 求 原 困 数 w(x,y). 
解法 一 ”曲线 积分 与 路 径 无 关 , 取 折线 段 积 分 路 径 (0,0) > (zx,0) 一 (x,，y). 


u(x,y) = [ar + | ziesdy 十 马 皇 天 十 元 6 一 六 十 尼 二 we 十， 


解法 二 已 知 玫 一 en 十 xye” : ux) = [zrer dyt plx) = 


e? 二 pg(z), 进而 又 推出 潮 = 一 e? 十 ZXye™ + (7), 于 是 e* 十 ze = 二 e? 十 zyee 十 


9 xD) 0 (7) = 0,9(7) = Cu(rz,y) = re? 十 (CC 


例 4.4.5 计算 了 一 中 澡 生 二 半 扣 , 其 中 工 为 加 周 z， + 二 (7 > 0), 按 
逆 时 针 方 向 ， 

解法 一 〈 直 接 转化 为 定 积分 计算 ) 

分 析 : 从 积分 路 径 翌 十 到 = 于 ( 道 时 针 ) 着 手 ,其 参数 方程 易于 表 出 ,直接 转化 
为 定 积分 计算 . 

L 的 参数 方程 为 x = rcos9,y = 二 rsin9,0 之 9 过 2x,9 从 0 变 到 2x 与 工 的 方向 
相 容 . 


则 1=| =? et EE 
0 1 十 cosOsinO0 0 十 cosbsin0 
fi d0 db 
和 z(|， i 
| db 到 db 
二 x 二 Qo 
(| 1] cosOsing 2 g 了 一 a 


2 dg w= tang| qu 二 一 | dz 
其 中 | 上 十 cosbsinb 苦 = 


_ 4 
同 理 可 得 | 人 攻 I 一 算 (此 法 ,对 定 积分 计算 能 力 要 求 很 


170 数学 分 析 选 讲 


高 ) 
解法 二 (使 用 Green 公式 ) 


一 局 oP 2— xz? 
: 邻 卫 二 一 2 一 QQ 二 一 一 一 一 jy, 有 守 二 一 一 = 
分 析 : 令 Ty 十 Q wx 二 wy 二 有 (人 


5 ,考虑 使 用 Green 公式 . 


因为 入 ,58 在 原点 (0,0) 不 连续 ,无 法 直接 使 用 Green 公式 , 故 考虑 将 (0,0) 
控 去 . 

取 充 分 小 的 正 数 e, 记 椭圆 为 x 十 xy 十 y = 二。 ,使 Li 在 L 所 图 区 域内 部 ， 
且 取 北 时 针 方向 , 按 Green 公式 的 方向 要 求 , 记 D 为 L 与 Li 所 围 区 域 ,Di, 为 L 所 


围 区 域 . 于 是 ,由 Green 公式 知 中 Ye = ||odzdy = 0 
下 » 


从 而 1 一 中 -dy 一 ydz ,对 这 个 积分 ,将 如 十 xy 十 六 二 e? 代入 才能 再 用 
1 ee i se 


Green 公式 ,就 有 工 一 2 中 zxdy— ydz = 三 | dzdy 一 bp, 一 2 2re -- Eu 
E dl € 六 3 E ey Ee 


(此 法 ,对 Green 公式 的 掌握 及 几何 分 析 能 力 要 求 很 高 ,其 中 So 的 求法 我 们 
将 在 例 4.4.6 中 详细 研究 ). 

注 1 计算 平面 曲线 上 的 第 二 型 曲线 积分 ,有 两 种 方法 ,一 是 通过 给 出 积分 曲 
线 的 参数 方程 ,将 第 二 型 曲线 积分 化 为 定 积分 计算 ,这 时 要 注意 参数 变化 与 积分 曲 
线 方向 是 否 相 容 , 或 者 考虑 Green 公式 将 其 转化 为 二 重 积 分 计算 ,这 时 要 求 积 分 曲 


线 封闭 及 函数 P.Q、 全 .3 在 所 于 区 域 的 连续 性 ,这 就 产生 了 不 封闭 时 的 “ 补 ” 和 


不 连续 时 的 * 控 "(后 面 的 奥 - 高 公式 也 有 类 似 情况 ). 

从 解法 二 可 以 看 出 ,将 “为 圆周 x 十 y 三 启 (r 之 0), 按 道 时 针 方向 ”改变 为 
“L 为 不 自 交 的 内 部 包含 原点 的 光滑 逆向 闭 曲线 ”不 影响 计算 结果 . 

注 2 ”该 例题 的 特殊 情形 是 ， 

计算 沿线 积分 1 一 由 9 一 交 革 , 其 中 了 为 不 自 交 的 环绕 原点 的 光 清道 向 了 
明 线 . 

议题 的 一 般 情形 是 ， 
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、 二 站 Zdy 一 ydz < 自 杰 的 环 三 全 
计算 曲线 积分 1 一 中 A773 了 Cyr' 其 中 工 为 不 自 交 的 环绕 原点 的 光滑 
逆向 闭 曲 线 ,A > 0,A4AC 一 B’ 2 0. 


直 导 * 公 == eee a est S33 ES 
事实 上 , 令 P Ax’: 十 2Bzy 十 Cy: Q Az 十 2Bzy 十 Cy: 


有 2 0 _ 9Q 
9y (Ax’ 十 2Bzy 十 Cy27 ax” 


由 此 可 将 工 取 为 椭圆 Ax’ 十 2Bxry 十 Cy = 二 1, 上 且 逆向 为 正 , 计 算得 
Ps 
中 xzdy 一 i a aray a 

下 面 的 两 个 例子 ( 例 4.4.6 和 例 4.4.7) 多 少 与 曲线 积分 有 些 关系 ,我 们 把 它 
们 安排 在 这 部 分 , 权 当 对 之 前 所 学 的 一 次 检阅 ,如 果 读 者 仔细 品味 ,一 定 会 有 新 的 
收获 . 

前 面 用 到 椭圆 Ax* 十 2Bzy 十 Cy% 二 1 国 成 区 域 面积 为 了 二 一 的 结论 ,这 
是 一 个 典型 的 求 平面 区 域 面积 的 问题 . 这 类 问题 通常 用 二 重 积 分 就 可 以 解决 ,我 们 
已 经 在 上 一 节 的 习题 中 有 所 体现 .需要 指出 的 是 ,计算 封闭 平面 曲线 围 成 区 域 的 面 
积 的 方法 是 多 样 的 ,这 来 自 对 区 域 围 线 的 具体 分 析 . 

例 4.4.6 设 4 二 0,4AC 一 正二 0, 求 4Az2 十 2Bry 十 Cy 一 1 所 围 区 域 卫 的 
面积 S. 

解法 一 利用 二 重 积 


将 Az: 十 2Bzry 十 Cy: 一 1 配方 得 (4 一 去)z HC(y 十 去 z) 一 1. 


2 
做 变换 ， 三 /4A 一 到 zi 一 VCCO 二 Ex)， 


9(u,v) 3 于 9(X,Yy) 1 
加 I 一 一 一 一 一 VACC— 本 二 一 一 一 一 一 
则 OZyy) 《站 B 9(u,v) /AC—B 
3 ] 
于 是 S= dzdy = | 一 二 一 -天 一 一 
| VAC— B’ VAC—B’ 


Ar2 十 2Bry 二 Cy2 <1 tl 
在 此 解法 下 ,可 类 似 求 得 : 
(1) 曲线 (qz 十 Wy 十 二 (ax 十 byy 十 cp) 二 1(a1bs 一 azbi 关 0) 所 围 区 
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域 D 的 面积 . 
= 
aibs — azsbi ” 
(2)D 由 曲线 (x 十 2y)? 十 (2x 十 3y)* 一 8 所 围 成 , 求 区 域 D 的 面积 . 
令 到 一 六 十 2y 沁 一 27 十 3y， 
则 小 上 


= 二 1, 此 时 忆 表 为 u: 十 v 过 8,S, == 8x 
9(u, Uv) 
DCZyy) 


解法 二 利用 面积 公式 S = | 下 zdy 一 ydz 


2 2 
将 Ar 十 2Bzy 十 Cy: 一 1 配方 得 (A 一 千 )z +C (y+ Er) 二 本 


从 Ba Be, 
今 太一 TT* = cos0,VC(y + a7) = sing, 


G iA B 
则 a -二 (sinb0 一 一 一 cos0),0 委 0 入 2x. 
VAC—B: AE \E 一 束 


由 Green 公式 知 S 一 部 zu 一 xs 


= 一 一 一 . (由 于 未 规定 二:Az? 
J 由 于 未 规定 富村 


2Bzy 十 Cy 二 1 的 方向 , 故 加 上 绝对 值 ) 
关于 该 题 的 解法 还 有 许多 种 ,我 们 再 列 出 一 些 解法 . 
基于 定 积分 的 两 种 方法 如 下 . 
解法 三 ”方程 Ax’ 十 2Bzxy 十 Cy” = 二 1 可 化 为 


VC 一 (AC 一 Bi)x, 且 求 得 x 的 变化 范围 是 


i 
cr = 
4[ l1—u du 和 a 


解法 四 “利用 极 坐 标 工 = ocosb,y = psin0, 化 Ax’ 十 2Bzry 十 Cy? = 1 为 极 坐 
标 方程 为 
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办 1 
二 9 和 委 9 
六 一 和 


2 


(6)dg = 


| ee 
则 Se | 3 Acos 0 十 2Bcosbsing 十 Csin 0 


1 Ei nt 村 2r d 0 
pa 人 + 人 | Bn Gan 
1 7/B 
7) 
0 J# (EF) + (县 +tang) 


CG 
一 -ea ean Ctrang n ) 
\/AC 一 用: VAC—B’ 0 AC—B’ 各 
n B B T 
二 一 一 一 [一 一 arctan 一 天 十 arctan 一 一 一 一 一 十 过 | 
AC—B’ 人 2 VAC—B: AC—B: 2 
a 
VAC—B’ 


基于 解析 几何 相关 知识 的 两 种 方法 如 下 . 

解法 五 ”将 给 定 曲 线 视 作 平 面 与 球面 交 线 在 坐标 面 上 的 投影 

将 z= Ezr 十 Fy( 此 平面 不 平行 于 z 轴 ) 代入 到 x 十 六 十 z* 二 rr 中 得 : 
(1 二 ED)zr +2EFry 二 + (ll 二 +F)y =r. 


要 2 1 
- z 二 Er 十 Fy 与 xoy 坐标 面 月 做 和 一 一 Ex 十 
平面 y 与 xoy 坐标 面 所 成 锐角 余 到 为 -二 二 二 故 


Fy 被 xz? 十 y 十 z* 二 截 得 贺 面 在 xzoy 坐标 面 的 投影 面积 为 一 全 


令 1+E: = Ar’,EF = Bri,l+F’ = Cr’, 
这 时 (1 十 户 )x* 十 2EFzxy 十 (1 十 让)y! = 二 ?就 是 Az’ 十 2Bzry 十 Cy 二 1 
此 时 1 二 四 二 FF = 《1 站 BEMlF FY BF = (AC— Br, 
于 是 $= 一 一 <. 
AC—B 


解法 六 “利用 旋转 变换 将 二 次 曲线 化 简 


不 妨 设 B 取 0( 车 B 二 0, 则 面积 易 求 得 为 一 一 ). 此 时 为 消去 中 间 项 ,将 旋转 
VAC 
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T= cosa— y sing , , 
变换 和 代入 到 Az 十 2Bzy 十 Cy 一 1 中 并 整理 得 : 
y= xsing y cosa 
(Acosia 十 2Bsinacosa 十 Csin?a)zx”?* 十 2[(C 一 A)sinacosa 十 BCcosza 一 
sinza)]z'y 十 (Asinzw 一 2Bsinacosa 十 Ccosza)y 2 一 1 
令 中 间 项 系数 为 零 , 即 (CC 一 A)sinacosa 十 B(Ccossa 一 Sin?a) 一 0， 
设 上 三 tanga， 上 式 简 化 为 Bk“ 十 (A 一 Ck 一 B==0, 即 
Bk 十 Ak= 二 B 二 CC 或 Ak 一 B= Ck 一 Bk”. 


进而 二 次 项 系数 Acos:a 十 2Bsinacosa 十 Csinza 一 cos*a(A 十 2Btana 十 Ctan’*a) 一 


1 ww 这 
[4 十 2 区 十 Ge = (AtiB+C) = A B. 
同 理 Asinzu 一 2Bsinacosa 十 Ccos:a = C— Bk. 


于 是 方程 Az: 十 2Bxzy 十 Cy’ = 1 化 为 (A 十 BR)z2 十 (C 一 BR)y 2 一 1. 
因为 (A 十 BkE)(C— Bk) =AC 一 BCER2 一 全 十 AR) = AC—B’, 


和 
VAC—B’ 


例 4.4.7 设 上 半球 面 址 十 y 十 xz* 二 a:(z 达 0) 与 柱 面 x 十 y 二 ar ,a 祖 
0, 卫 为 它们 的 交 线 ( 称 为 维 维 安 尼 曲 线 ) 从 xz 轴 正 向 看 逆 时 针 为 正 向 . 

(1) 求 由 这 两 个 曲面 及 > == 0 所 围 立体 的 体积 V; 

(2) 求 由 这 两 个 曲面 及 > = 0 所 围 立 体 的 表面 积 S; 

(3) 求 维 维 安 尼 曲线 本 的 着 长 ;; 

( 录 求 = dr + zdy + 和 


入 


解 (1) 所 围 立体 关于 zxox 坐标 平面 对 称 , 设 D 是 上 半圆 域 衬 十 风云 人 
(y 宇 0) , 则 球面 方程 为 z= 二 Va 一 x 一 y ,于 是 


' 和 acaosg 5 5 
V = ?| Va — zx — ydrdy 一 ?| ao Va’ —r rdr = Sa 全 5). 
i 0 0 bs 


(2) 用 Si 表示 第 一 卦 限 中 球面 x 十 y 十 x 二 a 被 柱 面 x 十 y 二 az 所 截 得 
部 分 ,用 Ss 表示 第 一 卦 限 中 柱 面 xz 十 y 二 az 被 球面 x 十 y 十 x 二 a 所 截 得 部 
分 , 则 


第 4 章 函数 的 可 积 性 178 


s= 2d| dS ths Ira 


S51 


对 于 Si， 其 在 zoy 坐标 面 的 投影 区 域 为 D，， X 十 声 ar(y 宇 0), 相 应 球面 方 
程 S1 为 z= Va: 一 x 一 ;于 是 


as=| 全 十 《es) | 一 一 一 dzdy 
车 六 oax 9y J 


= ol = 中 (1 一 sing)d9 一 a (至 一 1). 
对 于 S, ,需要 用 到 第 一 型 曲线 积分 的 几何 意义 :| f(xy)ds( f(xy) 0,(z 
y) € L) 是 以 L 为 准 线 ,母线 平行 于 < 轴 的 柱 面 夹 在 zoy 坐标 面 和 曲面 > 二 f(z 
y) 之 间 部 分 的 面积 . 
因此 , 令 Liz? 十 y= 二 ar(y 宇 0); 则 S; 一 hl Vn ds 


ZX 十 y 二 ar(y 宇 0) 的 极 坐 标 方程 为 r == acos0,0 过 9 过 


也 :从 而 工 可 表示 
为 参数 形式 : 


X= acos:0,y = asinbcos0,0 雪 0 执 于 ,ds = Vz 十 ydg 王 ad0. 


(或 对 巡 十 凡 王 azr(y0) 采用 参数 方程 x 一 所 十 忆 


080, y= 二 sing, #0 
0 三 求 之 ) 
于 是 ， S， = | Ver yds = | Vo — axds 
。 LE 
=a| Ve acowGd0 = a’| singd0 = a’, 
于 是 ， S 一 Fe 二 ra: 一 一 二 ro2， 


TX: 十 二 22 二 a? 
注 ”对 于 S， 的 另外 一 个 求法 是, 从 | 消去 y 得 ,S; 在 zoz 坐 


22 十 罗 一 中 一 0 
标 平面 的 投影 区 域 为 D,:0 达 zxz 达 Va? 一 ar,0 


a,， 相 应 柱 面 方程 $ 为 y 一 
Vazx 一 Xx. 于 是 ， 
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fas= | Vit) + dzdr = | 一 一 dcdz 
时 dx 口 之 各 PS 
a a ar a 
= | 4 d= 


zx? 十 六 十 对 一 好 
(3) 首先 建立 rd Re 的 参数 方程 . 
ZX 十 入 一心 一 0 
首先 求 卫 在 roy 坐标 面 的 投影 曲线 x ?十 y 一 ax 三 0 的 参数 方程 ,其 极 坐标 方 
程 为 


r 一 acosb, (一斑 委 9 委 了 )， 


再 化 为 直角 坐标 系 下 的 参数 方程 为 
四 = acos’0 
y= 二 agingcosb 


将 之 代入 到 说 十 十 2 二 a?(z 0) 中 解 得 xz = a|sin9|. 


当 0 过 二 可 时 ,x = acos’0,y 一 usinbcosg,z = asin0; 


当 一 子 志 9 志 0 时 , 令 1 = 十 9, 子 二 1 过 x 则 


X= acost,y = asintcost,z = asint. 
3» 加 
上 = Qcos 0 


于 是 卫 的 参数 方程 为 y = usingcosg， 0 之 9 过 x 


之 一 QSinO 
5 三 | Vr +y’ 十 zx db 三 | V1] cos0d0 一 Vaa| ‘cos 人 dg 2 2a, 
T= acos2z0 


(4) 解法 一 已 求 得 荆 的 参数 方程 为 1y = asingcos9,0 过 0 过 ,注意 到 9 增 
之 一 asing 
加 时 投影 曲线 为 道 时 针 方向 .由 此 计算 工 一 a 全 十 至). 


解法 二 ”根据 Stokes 公 式 得 1 一 由 dz 十 zdy 二 ydz 一 ||dzdy 二 dyds 十 dzdz， 
rT 


四 
人 
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其 中 A 为 荆 所 围 球面 xz* 十 y 十 z* 二 a 有 为 正 侧 . 
则 A 在 zoy 坐标 平面 的 投影 区 域 为 D,, :x 十 y 三 az ,为 求 得 人 在 yox 坐标 

六 二 二 a 
平面 的 投影 区 域 ， 人 | 消去 xz, 即将 x = 


十 多 一 民 一 0 


a 一 yy 一 xz 代入 到 
十 y 一 ar 二 0 中 并 整理 ,可 得 


D.:— Va <y< Va 2,0<<a. 
a a 


根据 对 称 性 ,||dzdz = 0,||dzdy = | dzdy = 工 ra?， 


"| "| a 三 Val Lf 2 
地- i ‘Ss ba = -一 一 2 yt 一 全 7 
bd | ee) rp | zz Va z dz 34， 


J = ||dzdy 十 dydz 十 dzdx 一 Ira 十 Sa 十 0 二 (于 十 


A 


思考 题 4. 4 


1 计算 四 [Cz ++ 1)? 十 (y 十 1)*jds, 其 中 工 为 球面 zx’: 十 y 十 zx? = 二 a? 与 平面 
TI 十 y 十 z 二 0 的 交 线 . 

2. 计 算 / =- 中 st Clby — yeosnydr (weogy | votoy)dyd; CE 赴 上 为 
不 自 交 的 内 部 包含 原点 的 光滑 逆向 闭 曲线 . 

没 曲线 积分 |， 吾 呈 二 关子 一 A( 常 数 ), 其 中 g(x) 为 可 导 函 数 , 且 yg(1) = 1， 
L 为 绕 原点 一 周 的 逆 时 针 光 滑 曲 线 , 求 PCz) ,并 求 A 值 . 

4. 求 指数 ,使 得 宇 r*dz 一 三 dy 为 某 丽 数 4(z,y) 的 全 微分 ,并 求 w(x,y) ,其 
中 r= Vr 十. 

5. 已 知 du 一 z( 才 一 三 dz 


ES 十 之 * 


二 一声)dz, 求 原 丽 数 u(z， 
Mj), 


6. 计算 7 = 中 《及 — wdr+t (2)dy+ (rz— yy Ydrs 
L 
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2 十 十 二 a? 


其 中 了 为 曙 线 | Re ,全 0,a 和 0 之 0. 工 从 zz 轴 正 向 看 为 道 时 针 方 向 . 
3 = Ox 


4.5 曲面 积分 


关于 第 一 型 曲面 积分 的 计算 方法 有 如 下 结论 
(1) 设 函 数 f(x,y,z) 在 逐 片 光滑 曲面 S:x = XCUyv) yy 二 y(U1v) ,z= 二 zx(u， 
v),(u,v) €E D 上 连续 ,其 中 DD 为 有 界 闭 区 域 , 则 第 一 型 曲面 积分 


|f Czy, ds | flruv) yuyv) ,cuv) | VEG— Fdudv. 
S Db 


i CE (9Cz，, 工 ) FE) 
有 


E=x 二 y+ G = 7 二 二 2 PF = Ty Yiys tt Cuzo. 
特别 地 ,如 果 曲 面 为 S:z = z(x,y),(x,y) € D, 则 


由 eyeas 一 由 Eye 


曲面 S 的 面积 S =|as=| V1l 十 怠 十 zdrdy. 
ES Db 
(2) 两 类 曲面 积分 之 间 的 关系 
由 Paydas+ Qdzdr + Rdzdy = || (Peosa + Qeosp8 + Reosy) dS,. 


这 里 (cosa,cosB,cosy) 为 曲面 S 的 正 侧 单位 法 向 量 . 

关于 第 二 型 曲面 积分 的 计算 方法 有 如 下 结论 

(3) 设 函 数 P,Q,R 在 光滑 曲面 S:z = zuyv) yy 二 y(Uyv) ,z= z(u,v), (us 
v) €E D 上 连续 ,其 中 成为 有 界 闭 区 域 , 则 第 二 型 由 面积 分 的 参数 方程 计算 公式 为 : 


| Pdydz 十 Qdzdz 十 Rdzdy 一 士 JP ew yc, ,ZUusv)) i 十 
| Cu， 


Q(zrasv) yu DO UV) 7 2 二 RC(z(us Vv), y(uv) ,z(u,v)) DE |dudu 


9(u,v) ” 9(u,v) 


9 之 9 oA 9 
其 中 曲面 S 上 对 应 于 参数 (u,v) 的 点 处 的 法 向 量 n = 土 (了 2 ， 2 ,2 号， 
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符号 " 士 " 由 曲面 S 的 正 侧 决定 (例如 ,上 便 为 正 侧 时 , 若 Se2222 > 0 则 取 “ 十 ", 若 
9CzZyy) 
9(u,v) 
特别 地 ,如 果 曲 面 为 S:x = 二 z(x,y),(x,y) EDD, 则 
法 向 量 n = 土 (一 =, ,一 =,,1)， 


二 0 则 取 " 一 ”). 


jo A ‘COS C08 
dydz = cosadS a oo von dy zdzxdy, 


dzdz = cosBdS = sheosyds 一 一 CosB gay =— zdzxdy, 


cosy 


以 上 两 个 公式 不 受 曲 面 侧 的 影响 . 


|Pdydz 十 Qdzdz 十 玉 dzdy = | [已 。 (一 二) 填 @ (=z)t+Ridzrdy = 


t+)|CPea, yetz y= ZT QT yy 2) R(zyyri (ry)) Jdxdy. 
i 


这 个 结果 可 由 第 二 型 曲面 积分 的 参数 方程 计算 公式 推 得 ,只 需 将 S 表示 为 : 
LT 一 xy) Cry) ED, 其 中 当 曲 面 S 的 上 侧 为 正 侧 时 , 取 “* 十 ”, 和 否 
则 取 ”“ 一 ”. 

(4)( 奥 -高 公式 ) 设 函 数 P,Q,R 及 其 偏 导数 在 有 界 闭 体 V 上 连续 ,边界 9V 为 
分 片 光滑 双 侧 封闭 曲面 且 取 外 侧 为 正 , 则 


和 十 I Jdrdyds, 


len 


V = Pra ydz = es 一 a 一 hrdyds 十 ydzdz 十 zdzxdy. 
a aV 


4.5.1 第 一 型 曲面 积分 
例 4.5.1 计算 | 十 六 jds, 基 由 也 海上 半球 面 oz 十 六 十 十 二 十 泽 由 


解法 一 半球 面 区 十 六 十 二 a ,xz 宇 0 可 表 为 


z= Va —7r y+y <a), Vz i+ =—— 4 一， 
Va — xi—y 
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于 是 ， one : | 


2 
2 Ty Ea 


| de i 


r 二 sint 4 
ee A 0 之 1 过 三 . 3 
解法 二 根据 球面 坐标 变换 将 上 半球 面世 十 yy 十 x 二 a ,zx 宇 0 表 为 参数 方 
程 ; 


X= Qsinypcosb,y = asinpsin0,z = acosg,0 < OK2r0 Zo 和 六, 则 


9(Cy,z) (aT) QE i 
| nn ng 

于 是 ， | (yjdS= a | sin pdbdop = Sa. 

解法 三 。” 取 的 上 侧 为 正 侧 , 则 其 相应 的 单位 法 向 量 为 (二 ,之 一 ns 3 为 


三 在 zoy 坐标 面 上 的 投影 ,并 取 下 侧 , 由 3, 和 5 围 成 空间 区 域 记 为 ,于 是 根据 两 
类 曲面 积分 的 关系 和 高 斯 公式 知 ， 


J 十 y)dS 一 de ， 二 十 y。 ds 一 中 ad 十 ydzdzxz 


ed 2dzdydz |:avdz 二 3dzdx) 一 za| dzdydz 


了 


~0 


=== 


一 2a。 i 一 i 


3 3 
解法 四 此 题 更 有 趣 的 解法 是 利用 积分 曲面 的 对 称 性 及 被 积 函 数 的 奇偶 性 , 
为 此 记 3 为 球面 7 十 十 z? 二 a, 则 


ZX? 十 六 3 z 也 1 
Jr + yds Hr A lle dy 
> * 


轮换 对 称 性 站 ， i 
ts 


- 刘 c 站 = 45 一 二 oas = 等 


在 例 4. 5.1 的 解法 三 中 ,我 们 是 利用 第 二 型 曲面 积分 计算 了 第 一 型 曲面 积分 ， 


第 4 章 ”函数 的 可 积 性 181 


这 种 方法 对 于 封闭 曲面 上 的 第 一 型 曲面 积分 很 有 效 . 
例 4.5.2 计算 由 (x 十 y 二 < 十 V3d)dS, 其 中 名 为 对 曾 (x 一 a 六 丰 fy 一 DD) 间 


解 ” 取 马 的 外 侧 为 正 侧 , 则 其 相应 的 单位 法 向 量 为 (< 一 4 0, Yt, ee), 
于 是 ， 
(r+tytes+y3dds 


= a ry bz < da 十 4 十 c)dg 
r r r r 


(posa 十 & 十 0 十 c)dS 十 "dyas 二 dzdx 二 drdy 


二 4(V3d 十 a 十 b 二 + Orr 


(其 中 由 dydx 站 dzdz 生 dzdy = 0 考虑 一 下 为 件 页 ?) 

例 4.5.3 计算 ||zyz Cy 十 zzz 十 zz 办 )dS ,其 中 卫 为 球面 z: 十 如 十 宕 王 
a 在 第 一 卦 限 部 分 . 

解 ” 取 上 的 上 侧 为 正 侧 , 则 其 相应 应 的 单位 法 向 量 为 (二 ,之 i 


小 yz(ye 十 村 证 Yas =a Se ne! 人 


= 中 "= dydz 十 zx dzdzr 十 xXx?y’drdy 


sa y drdy = | x y' drdy 


ca! 
a 


sc| do| 7 r’ sin’ Ocos’bdr = 训 a 


4.5.2 第 二 型 曲面 积分 


例 4.5S.4 求 第 二 型 曲面 积分 ||z*dydx 十 ydzdz 十 zdrdy, 其 中 S 是 锥 面 
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ZX 二 yy 二 (0 牵 z 志 用), 取 外 侧 为 正 侧 . 
解法 一 (分 面 投影 ) 设 1= EXE + dzdz 十 zdzdy, 则 
7 ele + ?drdy, 
根据 对 称 人 ||: dd = 由 ded 二 员 


因 锥 面 S 在 zoy 坐标 面 的 投影 区 域 为 D: 妇 十 风 过 三 ,S 的 正 侧 外 法 线 与 > 轴 
方向 的 夹 角 为 钝 角 , 取 符 号 “一 ”, 得 


1 2 h 
| z:dzxdy 一 一 由 (zx: 十 交 )dzdy = | db| dr 一 一 ， 
于 是 ， 工 -小 ?dydx + dzdz + z*dzdy 一 0 十 0 一 玉 凡 i 


解法 二 (转化 为 第 一 型 曲面 积分 ) 
由 S 是 锥 面 zx 十 yy 二 x?*(0 之 z 达 及 ), 求 得 S 的 正 侧 外 法 线 的 方向 余弦 


(cosa,cosB,cosy) = 


1 
(A 
于 是 了 工 一 |dvds 二 ydzdx 二 drdy 


3 


| EF a) 


-| 有 A Madrdy 


Ts 
二 一 二 hh， 


本 
解法 三 (转化 为 相同 变量 下 的 第 二 型 曲面 积分 ) 


本 = — yi ， 
= |lx’ dydz + yd: Ze 天 一 生生 二- 二 - 
I 上 dydz 十 六 dzdz 十 于 dzdy | ( J = dy 


= | i. = 人 | a = 
YE 十 计 > 2 


zy 


解法 四 (利用 奥 -高 公式 ) 作 辅 助 平面 S1 :z= 二 2 十 之 有 如), 有 取 上 侧 为 
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xz’dydz 十 ydzdz 十 zdzrdy 一 ryt z)dzdydz 


sts, 
; 
一 咱 =dzdvdz 一 ?| dz ji ee 一 ?| nz dz 一 3 。 
2 < 

j= dydz 二 ydzdz 二 zdrdy -[ :dzxdy = 由 12dzdy 一 天 1， 

9 5 Eg 
于 是 了 一 |zavdz 二 ydzdz 十 zdrdy 一 用 rAh” 一 Fh 

解法 五 (利用 参数 方程 ) 


锥 面 S 的 参数 方程 为 x = rcosg,y = rsing,z 王 7r(0 过 0 所 2r,0 过 -过 由). 
因为 锥 面 S 外 侧 为 正 侧 , 故 根据 曲面 参数 方程 法 向 量 求法 ,可 求 得 正 侧 外 法 向 
量 为 (rcosb,rsin0, 一 r), 于 是 


I 


| 


| dydz 十 ydzdz 二 zx*drdy 


| 


(rcos0* rcos0i+ rsin 0 rsind— rr »。r)drdo 


0<<O<<2r 
0<r<h 


= | dr| ecose+ sin’*0— 1)d8 =— 了 
例 4.5.5 求 第 二 型 昌 面积 分 | 二， 其 中 S 是 球面 x? 
(Car + by’ 十 避 * 池 
yy 十 三 1, 取 外 侧 为 正 侧 , (a,b,e 二 0). 
类 似 于 例 4. 4. 5 分 析 : 


令 忆 二 一 一 一 一 一 二 /QQ 二 一 一 一 RR 一 一 一 一 ， 
(ax’ 二 + by’ cee!) (az 二 by’ cece’)Y (az 二 by’ 二 cz’) 
9 0 品 
有 完 十 路 十 路 = 0, 考 虑 使 用 奥 -高 公式 . 因为 P,Q,R 在 原点 (0,0,0) 不 连 
续 , 考 虑 将 其 " 挖 ”去 . 


解 令 椭 球面 Si:ar’ 十 by’ 二 cz? = el(e 为 充分 小 正 数 . Si 含 在 S 里 面 ) , 取 
外 侧 为 正 . 设 S 与 S 之 间 的 部 分 空间 区 域 为 了 , 椭 球 体 Q:azr? 十 by 十 cz? 


<e. 
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由 奥 -高 公式 知 省 十 | 一 区 =.0, 故 | 一 由 即 
| Xxdydz 和 ydzdz 十 zdrdy _ 由 Zdydz 十 ydzdz 十 zdzxdy 


(ax’ 十 by’ 十 cr?)3 (az2 +by’ 十 cz?) 


ll 一 时 而 _ dx 
= 二 ||zdydz 十 ydzdz 十 zdzdy 一 3 上 | dzdydx = 3; 
ew E n Vabc 
思考 题 4.5 
Vii+y, OZz< Viiy 
f(zx,y,z2) = ,S 是 球面 z 十 交 十 圭一 1. 
0， z 二 0 或 zz 这 > Vz 十 yy 


2. 计算 曲面 积分 I = | Fy 十 2 一 ar: 一 by’: 一 cz:)dS, 其 中 S 是 球面 
(Xa) 十 (y 一 5 六 十 (ge) 二 1, 
3. 计算 曲面 积分 1 = Pz—yte dydst (yet) dedrt (e—z+y) drdy, 
S 
其 中 S 是 闭 曲 面 |z 一 y 十 x| 十 |y 一 z 十 xz| 十 |z 一 x+ 十 y|== 1, 方 向 取 外 侧 . 
4. 计算 曲面 积分 了 =|o- z)dydz 十 (z 一 工 dzdz 十 (zz 一 y)dzdy， 


其 中 S 是 半球 面 二 十 多 十 于 一 2RzGzy>0) 被 柱 面 寻 十 史 王 2rz(R>r 二 0) 截 
下 的 部 分 , 取 上 侧 为 正 侧 . 


5. 计算 曲面 积分 I =||z a f(r,yy2))dydz 二 + (y+ bf(r,y,2))dzdz 十 


S 


(z 十 Cf 了 (zx,y,z))dzxdy, 其 中 SS 是 平面 六 ee 一 1](a 十 0 十 c 一 0,c 二 0) 被 


坐标 平面 截 下 的 部 分 ,到 上 侧 为 正 侧 ， 


附录 TStolz 定理 与 L hospital 法 则 


1.1 Stolz 定理 


定理 1( 数 列 极限 卫 Stolz 定理 ) 车 数列 {a,} ,1{b,} } 满足 如 下 条 件 : CEY lima, 一 


limb, = 二 0;(2) {6,) 严格 单调 ; (3) lim3 了 于 一 5 一 民 (为 有 限 数 .十 oo 或 一 oo), 则 


ne? | 


lim 到 一 人 
证 明 (1) 当 {6,} 严格 增加 时 ,分 :为 有 限 数 . 十 2 或 一 c 三 种 情形 讨论 之 . 
情形 (a) “为 有 限 数 ,由 条 件 (3) lim 一 ! 知 ， 
Ye>0,3NE Niyn>N, 有 1 一 到 2 一 22 < 一 1 十 e 


于 是 对 Yp E€ N4, 有 (一 e) (bn 一 6b) Zan CO—as (Ute) Dn 一 如) 
(LT—e)(bas CO— bi) ZU — Un UTFe (br CO— bri) 


Ci—e)tD rp — Orid dp — ip < CU EY ns — Giggsid 
以 上 式 子 相 加 得 ,(l 一 e) (birp 一 6b) < 二 ar 一 ah 过 (十 e) (bnrp 一 加 ). 
由 条 件 (1) lima, 三 limb, 二 0 知 , 对 于 任意 固定 的 V7 二 N, 有 


limany 一 三 limb, 二 0. 于 是 令 p 一 ,就 有 (1 一 e) (一 6b,) 委 一 wa 过 (L 十 2e) (一 b,). 


注意 到 久 过 0, 从 而 1 一 e 达 闻 壹 16: 即 lim 产 2 一 /. 


< b, . 


co 知 , 对 B= 二 1,j3NE Nj， 


情形 (b) “为 十 ce, 由 条 件 (3) Non = 


Yn 宇 N, 有 
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QU, 一 Q， 
ill Cm 1 或 wi = 二 0 


bi — 6; 
故 {a,) 可 视 作 严格 增加 数列 且 lim er 二 0, 从 而 据 情 形 (a) 知 ， 
Me 9 十 1 有 
lim 2 一 二 0 名 或 lim 2 = 十 oo. 
示 志 训 bp, 
情形 (c) “为 一 co, 由 条 件 (3) lim 一生 二 一 0 知 , lim 一 4 一 人 4) 
no 0 一 六 一 em bati — bs; 
二 十 cc ,从 而 据 情形 C(b) 知 ， 
lim 二 全 一 十 oo 或 lim 一 一 一 ce 
ne 四， n> 
(2) 当 {b,} 严格 减少 时 (一 名 } 严格 增加 ,由 条 件 (3) 推 知 lim 一 一 
7 十 1 n 


一 一 /, 据 (1) 知 ， 


一 一 /或 lim 至 一 /. 
T+ 站 人- ec pb, 


定理 2 (二 Stolz 定理 ) 车 数列 {a,}, {45,) 满足 如 下 条 件 : (1) limb, = ci 


(2)12} 严格 单调 ;(3) lim 2 一 4(! 为 有 限 数 . 二 -或 一 c), 则 lim 吧 一 上 


n 


证 明 仅 证 1 严格 增加 且 : 为 有 限 数 和 十 =e 的 情形 . 
当 !/ 为 有 限 数 时 ， 由 条 件 知 limb， 一 十 co, 故 不 妨 设 b, 盖 0. 由 条 件 (3) 


li Un 三 一 !/ 知 ， 
Ont pb, 


ye>>0,3NENi,VnN, 有 /一 全 << i 


对 Yn > N, 有 C(t 一 三)(6v0 一 6N) < 二 ai 一 人 二 (On 一雄) 十 三 ) 


2 


a 
2 


(! 一 误 )(ONtz — Dyn) < me Wn < (hgry = Ber U4 二 


Ub, = (一 BjQ 十 洁 》 
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以 上 式 子 相 加 得 :(/ 一 pL -下 5 进而 ， 


Un CN 


对 Wn 有 人 
由 limb, 一 十 ce 知 ,lim 全 二 一 0, 从 而 
对 上 述 ye 之 0,3N' € N;， < 
取 N = max{(N,N ,对 VAN ,有 
和 一- | 汪汪 0 3 
故 lm 天 一 上 
/为 十 ce 时 ,由 条 件 (3) Wa = 一 十 cc 知 ， 


对 | N € 入/ 9 V7 之 N,， 有 Ur a > OH i b, > 0. 
从 而 对 yn> N, 有 QNH 一 QN > DA — ONvsants 一 QNH > bnts 一 ON， 
a p, 这 pb, 1 :以 上 式 子 相 加 得 :a， 二 证 > 6, — By 


故 fos) 可 视 作 严格 增加 正 无 穷 大 数列 且 lim 4 一 和 一 0, 从 而 据 /为 有 限 数 情形 
知 ， 


lim — > 一 0 或 lim 疗 一 十 co. 


1.2 Lhospital 法 则 


定理 3 (全 Lihospital 法 则 工 ) 车 函数 f(x) ,g(x) 满足 如 下 条 件 : 


(1) limf (zx) = limg (zx) = 0;(2) f(x),g(z) 在 U(a,8) 可 导 且 g(x) 关 0 
C3 lm 天 4 = 1, lm 
y (XT) r= BX) 


ru 加 


一 /. 
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(二 Lihospital 法 则 [1) 车 函数 f(z),g(z) 满足 如 下 条 件 : (1) limf(x) = 


limg(z) 一 0;(2)f(z) ,g(x) 在 {x|| zx | 之 A} 可 导 且 g(x) 关 0 (3 lim LAD 


/, 则 lim fT) 一 L. 
re BT) 


证 明 仅 证 号 Lihospital 法 则 I , 同 理 可 证 二 Lihospital 法 则 I[. 


先 证 lim 上 一 人 根据 海 湿 定 理 , 这 只 只 需 证 : 


大 os 一 


对 严格 减少 的 Y (a,) ,a, 二 ayan = 有 lm 


下 面 验证 数列 {f(a,)}){g(a,)) 满足 定理 1 诸 条 件 . 

内 limf (7x) 一 limg (z) 一 0, 故 limf(a,) 等 limg(a,) 一 0, 即 数列 
{f(a,)}{lg(a,)) 满足 定理 1 条 件 (1). 

因 Yzx EU (a,6),g (x) 关 0, 故 由 Darboux 定 理 知 VxEU (a,6),g (zx) 


不 变 号 , 即 g(zx) 在 U (a,6) 严格 单调 ,从 而 {g(a,)} 严格 单调 , 即 满足 定理 1 条 件 
(2). 


由 im 万 名 0 三 /及 Cauchy 中 值 定理 知 ， 


lim flarm)— fla) IC) ji f(z) 


er | 


Doganm) —g(a) mg) g(x) 
即 满足 定理 1 条 件 (3). 


Et 


A y=, 从 而 lim。 


于 是 根据 定理 1 知 ,lim 各) 一 


一 /. 


定理 4 (二 L'hospital 法 则 T) 车 函数 f(x) ,g(xzx) 满足 如 下 条 件 : 


FR 


(1) limg (7) = = oo0;(2) f(x),g(7) 在 UCa,6) 可 导 且 g(x) 关 0;(3) Um ry a 


3 则 lim < 一 


(二 L' hospital 法 则 工 ) 车 函数 f(z) ,g(x) 满足 如 下 条 件 : (1) limg(z) = = 
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Cayftay ata) 在 (fz|] 2 | A}T 导 有 (0) 闫 Dt) im LD 2 二 4, 则 lim 


一 /. 


证 明 。” 仅 证 二 L'hospital 法 则 [L， 同 理 可 证 二 L'hospital 法 则 工 . 


先 证 lim 女 并 = 1, 根 据 Heine 定理 ,这 只 需 证 ， 
z-*+ev gC(X) 
fany 
对 严格 增加 的 Y {fas} ,a, 一 十 52 2, 有 lim 人 三光 
g(a,) 
下 面 验证 数列 {f(a,)){g(a,)) 满足 定理 2 诸 条 件 . 
因 lim g(X) = >, 故 limg(a,) 二 cc, 即 数列 {g(a,)) 满足 定理 2 条 件 (1). 
因 VzrE(4A, 二 sc),g (xX) 关 0, 故 内 Darboux 定 理 知 YrE (A, 十 00),g (zx) 
不 变 号 , 即 g(x) 在 (A, 十 吕 ) 严格 单调 ,从 而 {g(a,)) 严格 单调 , 即 满 足 定理 2 条 件 
C2 


由 lim = /及 Cauchy 中 值 定理 知 ， 


mia) 一 ya) 1; FY 1 FC 
nr Ci) — g(ay) a BE (&,) J Bg Cr) 4 


即 满足 定理 2 条 件 (3). 


于 是 根据 定理 2 知 ， lim fe sk 同 理 可 证 lim f= 从 而 lim 后 一 二 


4 
从 上 述 证 明 可 以 看 出 ,对 于 单 侧 极 限 米 说 L hospital 法 则 也 是 成 立 的 . 


附录 开 凸 函 数 与 近似 凸 浮 数 


定义 1 设 函 数 f(z) 区 间 了 上 有 定义 , 称 函 数 f(z) 为 1 上 电 函 数 ,如 果 
Vzxsy EI, YAE LO,1], 有 fr 二 (Ay] A) TVfy). 
定义 2 ” 设 函 数 f(z) 在 区 间 工 有 定义 , 称 函 数 f(x) 为 IT 上 的 近似 是 函数 ,如 


da€ (0,1),Yzx,sy E11, 有 f(ari+ (la)y) af(r)+ (1a)f(ly). 
下 面 的 定义 3 是 1905 年 丹麦 数学 家 Jensen 给 出 凸 函 数 概 念 ,我 们 现在 称 之 为 
次 凸 函数 (又 称 为 中 点 凸 或 Jensen 上 四 ) : 
定义 3 ” 设 函 数 f(x) 在 区 间 工 有 定义 , 称 函 数 f(x) 为 I 上 的 次 轧 消 数 , 如 果 
We 有 三 了 >) < 人 


定理 1 若 函 数 f(x) 是 区 间 1T 上 的 连续 函数 , 则 f(x) 是 区 间 IT 上 的 上 是 函数 
等 价 于 f(x) 是 区 间 TT 上 的 次 凸 函数 . 

上 述 定 理 的 一 个 证 法 与 例 1. 4.2 相仿 , 详 见 文献 4 数学 分 析 中 的 典型 问题 与 方 
法 (第 二 版 ) 兴 裴 礼 文 编 ) 或 《数学 分 析 ( 上 )( 第 二 版 )》( 李 成 童 ,黄玉 民 编 ) ,随后 给 
出 的 定理 2 的 证 明 是 这 个 证 法 思想 的 推广 . 


例 1 车 f(z) 为 [0,0) 上 的 凸 函 数 , 则 FCz) 一 二 | f(Ddi 为 (0,6) 上 的 四 
明 数 . 
证 明 ”因为 FCz) 一 二 | fd 为 (0,0) 上 连续 函数 ,根据 定理 1, 只 需 证 


Vi sXT2 E (0,5), 有 F (2 3 ) 寺 Ea, 2 Fl ) . 


根据 定 积分 概念 ,有 


i 于 下 fai = 二 tim/(4 ee 
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< 去 扣 吕 7( 各 上 + 不如 品 /( 各 :) 

ye : 2 
i 


一 


Ee (二 | fti -| fea)= 


定理 1 可 以 推广 为 : 
定理 2 若 函 数 f(x) 是 区 间 工 上 的 上 (下 ) 半 连 续 函 数 , 则 f(x) 是 区 间 工 上 
的 凸 函 数 等 价 于 f(x) 是 区 间 工 上 的 近似 凸 函 数 . 
证 明定 理 2 需要 如 下 定义 和 引 理 : 
定义 4 设 函 数 f(z) 在 区 间 工 有 定义 , 称 函 数 f(z) 为 1 上 的 上 (或 下 ) 半 连 
续 函 数 , 若 
对 VYzErTlye>>0,36>0, 当 zET 且 |z 一 z | 二 6 时 ,有 
FGz) < FGzo) 十 s( 或 Fr) 一 se 到 Crz)). 
引 理 1 设 函 数 f(x) 在 区 间 了 上 的 近似 凸 函数 , 则 集合 
A= {4€[L01|flart+ i—AVy Af + VW Yrry ET) 
在 L0,1] 中 稠密 . 
证 明 ( 反 证 法 ) 假设 结论 不 真 , 即 A 在 [0,1] 中 非 稠 . 则 存在 io E (0,1) ,使 
得 对 于 
A = inf{4 € A|A 0}) ,Ns = sup{A € A Qh}, 


ee 、 加 1 。 
根据 确 界定 义 ,对 于 == 二 (axtz1 一 2 1) 0 027 看 在 区， EA, 


使 得 和 委 册 < 赤 包 十 es 一 so 过 心 委 ,于 是 


人 


MU 一 ti < Ai 一 人? 十 26o IE = Az) 
max{a,l— a) 


max{gsl—al(u 一 好 ) Ao—\， 
令 和 = 二 aul 十 (1 一 Q)w; 则 
Art 二 (Ay=alwrt (lu)y) (a)(uwrt (ow)y). 
se sy Ey on ES OE 
afluzrt lou)yj+ (oo)fluztt (lu)y] 


aw fr) t+ ud fy jawf xr) ow)f(y)] 


192 数学 分 析 选 讲 


= [ou 十 人 一 四 好 ]FGz) [all —wu)i+ (oa)(l mw)jf(y) 

一 AfCz) 十 (1 一 人 4)FCy) 
即 A € A. 

(1) 车 4 宇和; 由 A 一 霹 二 gl 一 届 ) 过 入 一 可 知 4 二 和 1, 但 4 宇和 且 A € 有 Ah， 
这 与 1 的 取 法 矛盾 ， 

(2) 若 和 委 ), 由 到 一 =(1 一 ao 一 妇 ) 二 一 1 知 和 > 但 1 和 受 )o 且 
4 E A, 这 与 A 的 取 法 矛盾 . 综 上 ,假设 不 成 立 , 故 A 在 [0,1] 中 稠密 . 

定理 2 证 明 ”是 函数 显然 是 近似 凸 函数 .反之 ， 

(1) 当 f(x) 是 区 间 1 上 的 上 半 连 续 近 似 凸 函数 时 , 任 取 XE [0,1j, 任 取 之 ,y 
ET, 由 引 理 1 知 , A 在 L0,1] 中 稠密 , 故 存在 %, € A, 有 4 一 A(n 一 00). 令 


a 2 py 1 
之 一 AMzZ 十 (1 一 人 4)y， yn 〈z je) 人 ar I 
对 于 可 作 如 下 限制 : 4 € (0,1) 二 4, 从 而 0 一 和 ?< 1, +42 = 
i 
1 —4,” 


于 是 yw E 1 ,并 且 zz 二 Nz 十 (1 一 术 )yn. 注意 到 yi 一 y(n 一 吕 ), 由 f(x) 的 
上 半 连 续 性 知 , Ye 二 0,jJNEN@i,YVn 这 >N, 有 f(y,) 二 f(y) 十 e, 再 由 集合 A 的 
定义 及 4X, E A 知 ， 
当 n > N 时 ,f(z) = flr (Ai) yA fT) + A) fy,) 
ZA) oA fy) (1 oh,)e 
青 令 n 一 ce 并 注意 e 的 任意 性 ,就 有 f[Az 十 (一 yj] 志和 f(x) 十 (1 一 
)) jy), 即 函数 f(x) 是 区 间 工 上 的 凸 函 数 
(2) 当 f(zx) 是 区 间 工 上 的 下 半 连 续 近 似 凸 函数 时 , 任 取 AE [0,1], 任 肥 工 ,y 
E 1, 因 A 在 [0,1] 中 稠密 , 故 存在 hj E 4A,, 有心 一 (02 co). 令 
三 Ax 二 yy = hr (ll— iy, 
则 yy 一 zn 一 50), 由 f(z) 的 下 半 连 续 性 及 A 的 定义 知 ， 
Ve 二 0,JNE Ni:,YVn>N, 有 f(y,) > f(z)—&e, 
即 fazT (AVyj <fr+ (A) yeh) oa)f(y) te 
再 令 n 一 se 并 注意 es 的 任意 性 ,就 有 FLMz 十 (1 一 Dy] 过 Af(x) 十 (1 一 
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和)fCy), 即 函数 f(x) 是 区 间 了 上 的 凸 函 数 . 
定理 2 还 可 以 向 下 面 所 谓 的 几何 是 函数 加 以 推广 ， 
定义 5 ” 设 函 数 f(z) 区间 ICCR* 上 有 定义 , 称 函数 f(x) 为 I 上 几何 凸 消 数 ， 
如 果 
Vrsy€E I,VAELO,1], 有 fry *) SF(r) f(y). 
定义 6 设 隐 数 f(z) 在 区 间 1IC R* 有 定义 , 称 郴 数 f(z) 为 TI 上 的 近似 几何 
凸 函数 ,如 果 
3a€ (0,1),Yzxr,y€E1, 有 fry ") f(r) f(y) 
定理 3 若 函 数 f(r) 是 区 间 IC R* 上 的 上 (下 ) 半 连续 函数 , 则 f(x) 是 区 间 
IT 上 的 几何 西光 数 等 价 于 f(x) 是 区 间 1 上 的 近似 几何 凸 孙 数 . 
其 证 明 需 要 类 似 的 一 个 稠密 性 的 引 理 ， 然 后 仿照 定理 2, 这 里 从 略 . 
例 2 设 Fz) 为 [0, 门 C[ooCVzeEr[5o,o) 上 的 可 积 函 数 ， 


(1) 若 f(z) 为 (0,5) 上 的 几何 凸 函 数 ， 则 Fcz) = 二 | f(Ddi 为 (0,6) 上 的 几 
何 凸 函数 ， 

(2) 设 了 (x) 为 (0,6) 上 的 几何 凸 函 数 , 则 F(x) = | /Cd 为 (0,0) 上 的 几何 
吓 函数 


证 明 (1) 因为 F(x) = TF [fod 为 (0,6) 上 连续 函数 ,只 需 证 


Vr,xs € (0,0), 有 F(Vrizx) < VFCzD)FCzs) 
根据 定 积分 概念 和 Cauchy 不 等 式 , 有 


F(Vrizs) = [eradr = TlimS/(t Vanazs ) 
1 本 1 /Vk Vk. 

-i > ee fn fbr) 
< lim 和 a zi) 声 汪 = VF ) F(z) 


k=0 


(2) 只 需 证 Yaziyvzs € 《0,0),， 有 FC(WYxixzs) VF(xI)F (rs) 
事实 上 ,根据 定 积分 概念 和 Cauchy 不 等 式 ， 
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F(Vriz:) = [ME = 芯 汪 2 lim a 5/(E NL i 


V 2 1 /Ek 
一 a lim >) /\( pr a WiaTa lim "5 


开 久 f(z 和 5 (kz ] = VF FU). 
除了 几何 上 是 函数 ,还 有 很 多 广义 上 钙 函 数 , 可 做 类 似 的 探究 . 


< lim 


思考 题 答 案 


思考 题 1.1 答案 

1. 证 明 : 对 VzryEA, 由 | jz) 士 g(Cz 一 CFCy) 士 g(Cy)) | 委 |FGz) 一 yy) | 
二 | gtwy — gtyy | 用 | 大 ago 二 FEY [| 成 克成 二 一 BCI RD 
gz)fOY) 一 Foy)8C) IN| fr) fy) |+MI g(r) — g(y) | 可 推 得 结论 

2, 证 了 朋 ;Yx EE D, 有 f(z) 过 sup{ f(z) }), 安 ( 充 ) 起 supl g(x)) , 则 

让 首 《宇和 sup{ f(z)) 十 suptg(z) 站 政 sup{7Cz) 十 SCz) 入 sup{ f(z)} 
十 Sup1g(4zZ) 

又 SuP4&8(z) = 一 sup1g(z) 十 FCxz) 十 (一 大 xz))) < suplg(z)1 f (Zz) Sup1 
Fa ee sup{g(x) + f(z)) 一 infl fr)y , 故 inf{ f(x)) 十 sup1 gtw)} supl g(x) 
于 六 六) 

思考 题 1. 2 答案 

1. 证 明 :事实 上 ,对 Yn € N, 有 a 过 刀 .车 不 然 ,假设 3m € N, 使 得 a 二 


0 , 则 对 Yn 二 mw, 就 有 a 三 a 二 0 宇 0' 或 4 一 b 宇 a 一 ,之 0, 这 与 lim(b, 


一 a,) 二 0 矛盾 . 此 时 , {4b, ) 的 每 一 项 都 是 {a) 的 上 界 ,{a,) 的 每 一 项 都 是 {15,) 的 下 
界 . 根据 单调 有 界定 理 及 lim(w， 一 a,) 一 0 可 得 结论 


2. 证 明 :首先 Qntl 一 es 2: 委 Van 所 ps 一 OHtyal 所 六, 这 
& 人 于 有 了 区 
a 多 
滋 朋 过 到 交 二 ie 其 次 ,2 时 一 一定 >1,2 生 == 和 二 扣 二 1, 这 说 明 (a,} 
Un a Re bi p, 20， 


是 增加 的 , {64,} 是 减少 的 . 设 lima, 一 aolimb, 一 九 则 由 bn 一 人 二 一 推 得 a 一， 


从 而 lim(b, 一 a,) 二 0. 于 是 ,{La, 加) 是 一 个 闭 区 间 套 . (请 读者 求 出 这 个 闭 区 问 
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套 的 公共 点 吧 ) 
3. 用 有 限 覆 盖 定 理 , 用 法 见 例 1. 5.1 
4. 证 明 : 令 F(x) = f(x) 一 g(r),x ELab],Fla) 三 0,FCO) 过 


记 对 Ca, 杂 ] 二 等 分 得 La],[4 直 ,车 (4 了 ) 之 0 则 记 [ ee = 


2 了) 


[ash 1s Fete bo [a,b]. 


0, 则 记 [a, 人 3 
对 [ai ,bi 实施 同样 的 步骤 ,如 此 下 去 ,得 到 闭 区 间 套 {La, ,6,]) ,满足 
Fla,) 0,F(0D,) SO0n = 1,2,. 
并 有 &E€[Lassbl'n=1,2,, 则 glas) < flas) < ff < fb,) < gb,). 
令 1 一 co 得 &(9 过 Je) 8g(€) ,Bh f(€) = 506). 
5. 证 明 : 由 广 (z) >0 推 知 f(x) 在 R 单调 增加 ,从 而 {zx,} 单调 . 为 证 {zx,) 有 
界 , 只 需 证 jz) 在 R 上 有 界 ,事实 上 ,VzER,|AGz) 委 | f(0) | 十 | f(x) 一 了 (0) 


[一 | /0) |+| | reod |<| 700) 上 + 上 f(x)dr <| 00) 十 | Fi 
| f(0) | 十 Ar. 


思考 题 1. 3 答案 
1. 证 法 一 (e/3 法 ) 由 lima， = a,limb, 一 可 知 ， 


3M>o0,yae N;;: 有 |a,|<M,|b, 


<M, 


Ve>0, NEN,yn>N, 有 |ww | 多 一 0 二 


E 
-al< gm 6(1 6 + 1)° 
固定 Nos 当 n> 2N, 时 ， 


ap 十 ap 十 …… 十 CO 


— ab 
n 
二 (ap 一) 十 (ap 一 吧 ) 十 … 十 (an, | 
这 n 
十 CQNHLO Nu 一 ap) 十 … 十 Ca 一 Nu bn+! — ab) 
nn 
证 (CarNotibNn, 一 吧 ) 十 …… 十 (ari0 — ab) + (abi — ab) 
n 


= LL, 二 M,++R,. 
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其 中 
M, Se 
(an+ib, N, an+ib 局 QN HIO ab) 十 … 十 (Car 一 N， DN,+1 = Qn-N,b 网 a Ni — ab) 


nn 


站 | ax AH | |o, No 一 芭 | 十 i |a, No | | bw 一 别 | 
本 一 一 


nn 


十 | pb | |ann 一 a | 十 … 十 | b | [a No —al| 


n 
二 [bn —5|+ 二 |6nn 一 0| i |avn—al|+T 十 |arn,—a 
n n 
Mn—2N0,) e 16b| (2 一 2No) E 
< n 8M 7 WI 
|arbs —ab|+ |asbi CC—ab|+ tT |an, bn —ab| 
国 于 OS 


所 NoCM + |ab 由 


7 


[a ynby, 一 罗 | 十 和 … 十 |a 及 一 码 | 十 |a 人 一 四 | 


和 


0<R,< 


二 NG 十 | 史上， 


n 
所 DlimL, = limR, = 0,， 

于 是 对 上 述 Ve>0,3NE Ni,Vvy>N ,有 1 工 , 二 二,R， 一 5 
取 N= max{No,Ni}, Yn NN， 
aib, 市 dz D1 站 四 十 anbl 


有 如 一 GO 过 工 , 十 M, 十 及 ,< es， 
即 lim bt abt nb, ee 
证 法 二 (利用 重要 极限 ) 
di 人 十 ab li 十， 十 anpbi 
n 


a (一 5 十 0 十 as 一 0 十 0 十 十 CCoi 一 0 十 0 
n 
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_ Cb, = 0) T+ as Di CO— 60) FT ab 一 六 ) 4b 十 ay 十 "十 a 


ni n 
= L, + R,. 由 lima, 二 4 可知 ,3M 二 0,VnE€ Ni;, 有 |a,| 达 MM,， 


故 0 近 | De Lond ea [nd ahaa sh esd 2 


n 


由 limb, 三 可知 ,lim|b, 一 外 = 0, 根 据 前 例 知 ， 


lim | 包 一 外 十 12 一 引证 汪 十 | 一 下 一 0 
门 -二 nl 


全 1 寺 间 0 


7 


一 4 ， 


故 limL, 二 0, 同 时 limR, = limb 


于 是 lim bb 一 jin 天 limR. = wb. 


7 


显然 当 取 久生 1 时 上 例 就 是 例 1. 3. 4. 


Until 1 Qi 十 三 1 


2. 证 明 ， ; EE 个 Qiny (ntl of 一 Qa+el 
2. 证 明 :(1) 将 数列 | 和 | 分解 成 个 子 列 {& (ae esf ee) 
令 Xn 一 Qimtis Yn 一 hr 三 庆生 0，,1，……,R 一 1 , 则 由 Stolz 定理 知 ， 


Got 3 下 涡 Qontlti Qti 


se i i El 一 汪 0 人 
人 


lim eH 一 一 全 由 数列 与 其 子 列 在 收敛 性 上 的 关系 可 知 lim 空 二 上， 
(2) 注意 到 lim = a,MWlimln 2 = lim(lnc — lna,) = lna. 
这 里 规定 4 二 0 时 Ina 二 一 ,4 = 十 中 时 Ina = 十 =, 利 用 1) 之 结果 有 lim es 


三 Be, plimln Var 二 lny& ,从 而 lim Wa = lime"Y 一 imer 一 姑 . 


3. 解 :(1) 令 x, 一 二 一 lnn, 则 


1 
lima, 一 lim 一 一 lim 一 一 二 -一 == ] . 
和 2 n\n nn Cd nt Fe 


Qt 


je 
(全 
k=0 


n 
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Pr 十 1 
lima, = lim WL 一 lim 一 一 一 一 ~ 一 i 
. a __ IQ mo Ta — (Nt 1) | 
六 二 1 7 
(3) 令 z 一 DinC:,y, 一 7 则 lime， = = lim 字 i Vim 2 
k=0 .yn me Yr Yn 


Can) 天 kh 
lnC4 一 DnC’ > ln 
[3 k= 0 n 


= 
n ntl 
>)[lnCz 十 1) 一 InCz 十 1 一 A) (十 1)ln(z 十 1) 一 >)lnA 
1: k=0 二 ,第 k=! 
= 2 十 1 27 十 1 
再 用 Stolz 定理 lim (2 十 2)ln(2 十 2) 一 (人 2 十 1)ln(2 十 1) 一 ln(02z 十 2) 
NN 2 
1 十 2 1 
A SE 。 
je We 2 2 


4. 证 了 明 : 由 已 知 可 推 得 a, >0 及 au = 二 In(1 十 a,) 过 a,, 即 {a,) 严格 减少 且 有 
界 , 根据 单调 有 界定 理 {a,}) 收敛 ， 设 lima, = 设 lima， 二 4, 由 迭代 方程 知 a = ln(1 


十 4) , 解 得 a = 0. 根据 定理 1. 3. 1 之 推论 ,只 需 证 明 极限 lim 人 二 2. 事实 上 


tl 


lim _2am 一 lim anln(1 十 a，) 二 zlntkl 2) 
Heo Oe, = Gty n= Gn — In(l 二 a) m0 tC— ln(l 二 1) 
Berman 可 jm G 十 blnGl 十 蚊 十 
it-*0 下 二 1 人) t 
Iz 


= lim[L (1 + 1) Po 1] =2. 


5. 证 明 : 由 已 知 可 推 得 a, 放 0 及 ai 二 sina, 过 a,: 即 fa,} 严格 减少 且 有 界 . 根 
据 单 调 有 界定 理 (a,) 收敛 ,由 迭代 方程 知 a 二 sina, 解 得 a 二 0, 从 而 {ww} 严格 减少 


且 lima; 一 a. 根据 定理 1. 3. 1 之 推论 ,只 需 证 明 极限 lim 二 二 3. 事 实 上 ， 


2 52 人 2 >* 7 4 
adntl : a» Sin a : tsint 
lm = lm = lim ss = lim pe ey 
es 一 1 “ods — Sin’ a, ct 一 SIn L ‘0 (to sint) (t+ sint) 
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We 

7. 证 明 :(1) 对 Ve>0, 由 zxz) 在 (一 ceo, 十 ce) 上 严格 增加 知 ， 

flxote)— f(r) > 0,f(r)— flro—e)>0. 

对 于 es = 二 min{ f(xo+e)— f(r) > 0.f(70) 一 xz 一 se))， 由 limf(z,) 二 
f(zo) 知 ， 

3N>0,Vn> N,; 有 f(zxo0—e) fr) me <fr)<fro) te <fro 
十 6). 

再 由 f(x) 严格 增加 得 :zo 一 6 过 zz 二 十 e 从 而 limz 一 zo， 

(2)( 反 证 法 ) 假 设 limz, 和 关 zo, 则 36 二 0, 使 得 {x,} 中 有 无 穷 多 项 落 在 Uz， 
0) 之 外 ,而 这 无 穷 多 项 作为 有 界 点 列 , 由 致密 性 定理 知 ,存在 收敛 子 列 {zx, ), 设 
limzw 一 zi € [a 人 ,这 时 xo 尖 妆 .但 由 连续 性 知 ,FCzo) = limf (xz,) 一 
limf(z) 二 f(x%) ,这 与 zo 为 唯一 最 小 值 点 矛盾 ， 


8. 解法 一 (利用 L hospital 法 则 ) 


二 ln 
lim (etanz | = lime + =e™, 
Ee A 
1 2arctanz 1 1 
Ls ， arctanz 1+x? 2 
NT 
Zz zx 
解法 二 (利用 重要 极限 ) 
lanr \” 4 a (1 )x 
a nT 工 -e 十 之 
2arctanz _ ] 2._1 
, 2arctanx ， nt i 
其 中 lim (~ 一 1) .x 一 lim 一- 一- 一 一 lim 
tr-ete n I-e 二 由 工 -= 十 二 二 出 - 
民 2 


二 
元 
9. 解 :根据 方程 y 十 zy 十 一 + 二 0 推 得 


(xz—1):=x—27++1=—y—ry—zr+1l= (yy)— (ry+rz) 
二 《1 才 芒 二 六) 


思考 题 答案 201 


于 是 lim Ce = lim (+DU y= 2) lim(1 


ya 二 人 
在 二 阶 可 导 的 前 提 下 ,对 方程 y 十 xy 十 x 一 z+ = 二 0 两 端 求 关于 x 的 导数 
2yy 十 y 十 Xy 十 27 一 1 一 0, 解 得 y = 二 >( 在 点 (1, 一 1) 附近 2y 十 


未 区 0) ,limy 一 0, 再 对 方程 2yy” 十 y 十 zy 十 27z 一 1 一 0 两 端 求 关 于 zx 的 导数 ， 


Pp ; = 
求 得 》 ,由 L Hospital 法 则 ， lim < > | = 一 

8 
2 


思考 题 1.4 答案 
1. 证 明 : 只 需 证 在 区 间 工 的 内 部 的 每 一 点 存在 左右 导数 (这 蕴含 着 连续 ). 
事实 上 ,对 于 区 间 工 的 内 点 zu, 38 二 0, 使 得 (zo 一 6,xo 十 6) CI 


对 年 主 ( 击 一品 芍 思 达 成 阅 王 全 一人 取 定 的 xi € (zyz 十 9)， 
函数 F(z) = | 在 (xo 一 人 ,0) 单调 增加 且 如 这 E€ (zo — OvTzo), 

m= Fad ./ 二 二 
RC) 过 在 一 个 22. 市 丽 数 的 单调 有 界定 理 知 ,f(z。) 存在 , 同 理 可 证 


f (zo) 存在 . ( 凸 函 数 的 刻 划 见 第 3 章 第 3 节 ) 

2. 证 明 : (1) 根据 单 侧 函 数 极限 的 单调 有 界定 理 , 对 于 [ae,O 上 的 增 函 数 
f(z) ,其 在 [eg 上 每 一 点 处 的 单 侧 极限 是 存在 的 ,因此 增 函 数 f(x) 在 [a,6] 上 如 
果 有 间断 点 ,那么 只 能 是 第 一 类 间断 点 (间断 点 车 为 端点 a 或 5, 则 为 可 去 间断 点 ， 
车 间断 点 在 La,5j 内 部 , 则 为 跳跃 间断 点 )， 

(2)( 反 证 法 ) 假设 f(x) 在 La,b] 不 连续 ,不 妨 设 f(z) 在 zE (a,0) 处 间断 ， 
则 由 (1) 知 ,zxo 为 f(x) 的 跳跃 间断 点 , 且 有 

fzo C—O0) frot0), fro m0) flr) SC fl 0) 

如 此 一 来 , 因 值 域 为 Lf(a) ,了 (05)]j, 所 以 对 于 pwE (f(zo 一 0),f(zo 十 0)) 忆 
[fla),f(60)j, 且 wy 关 了 (zo), 存 在 &E€ La,b], 使 得 f(&) 一 人 显然 5 天 2 ,不 妨 设 
$ 过 zo. 根据 函数 的 单调 性 , 必 有 w= /6) 近 jz 一 0) ,这 与 7E (f(zxo 一 0), f(zxo 
十 0)) 矛盾 . (该 题 给 出 了 单调 函数 的 连续 性 ) 
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3. 证 法 一 函数 M(x) = sup {fC} 为 [a,b] 上 的 增 函 数 .M(a) = 
Sup (f(D)} = f(a),M(Lb) = sup{f00)) 二 f(xo) wxzo E [asbj, 不 妨 设 f(a) 二 
f(zo) ,由 上 题 (2) 知 , 只 需 证 My 的 值 域 为 [f(a) ,fro)j. 对 Vy€ (f(a), 
f(zo)),j&€ (a,zo) ,使 得 f(&) 一 也 

记 包 二 inf{€|&€ (4xo) ,1( 自 二 四); 则 Yn€ Ni,3j6 EE (a,z0), 使 得 & 过 


6 过 + 二 ,' 且 f(&,) 三 .由 f(z) 在 La,bj] 连 续 得 ,w= limf(&) = f(&). Bf/(&,) 


二 7, 进而 包 € (a,xo). 

下 证 MC&) 一 也 首先 M(6) 一 sup {f()} 宇 f(%) 一 加 即 MK 名) 之 也 

其 次 ,如 果 M(5 ) 之 刀 则 3n E [ae], 使 得 Fn) 之 妨 又 7 盖 Fe) 从 而 
to E (ap5). 如 此 ww 严 格 介 于 f(a) 和 J 了 to) 之 间 , 从 而 38 E (am) ,使 得 Fe) = 
四 再 注意 到 和 到 三 过 名 ,这 与 名 的 定义 矛盾 . 故 M(&) 之 7 是 不 可 能 的 ,最 终 证 得 
M(5) = w,M(zx) 的 值 域 为 Lf(a)，, f(z)]. 

证 法 二 也 数 M(x) = sup {f(2) } 为 [a,b] 上 的 增 函 数 , 其 在 [a,b] 上 每 一 点 
处 的 单 侧 极 限 是 存在 的 ,不 妨 设 rz E (a.b), 则 有 M(xzo 一 0) 过 MGCzo) 过 MGzo 十 
0) ,只 需 证 还 有 M(zo 十 0) 过 M(zo) 过 M(x 一 0) 成 立 . 

(1)AMCz Mx 一 00， 

对 Yr € [a,ro) ,rz) < Sup {f(2) } = M(x) 委 M(xzo — 0),f(x0o) = 
lim f(x) 入 MGz 一 0), 即 VYzE [Larj, flz) < Mr, —0) ,WW sup {f(0)})< 


Et 


M(z 一 0), 即 MCzo) < M(x — 0). 
(2)M(zo 十 0) 过 MGCz )， 
因 函 数 f(x) 在 zx 连续 , 故 对 Ye 二 0,396>0,YzELzoyzo 十 96) ,及 xz) 一 
f(zo) 十 e. 从 而 对 VA:0 二 A 二 0, sup {f(z)) fz)t+e Mrz) te 


r0 TSST0 


由 例 1.1.1(3) 知 ， 
M(x 二 Th) = sup, {f(zx)} =max{ sup {f(z)}, sup {f(z)}}<M(z) 
QTY< 0 十 让 ro 二 TS TD 十 


十 e. 令 用 ,e 一 07 ,就 有 MG 十 0) 二 MGCzro). (该 题 是 利用 闭 区 间 上 连续 函数 的 最 值 
性 构造 单调 连续 函数 ) 


5. 证 阴 : 任 取 xoE€ (一 c ,十 co), 由 ez) 与 xz) 在 (一 ce, 十 ce) 上 单调 性 
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推 得 
#0 ey) 和 = f(r), 
0 时, f(z) 过 f(z) 过 em f(zxo), 推 得 lim f(x) = f(xo)， 
所 以 f(x) 在 xz 连续 (进而 在 (一 ,十 =) 上 连续 ). 
思考 题 1. 5 答案 
1. 解 : 当 | xz| 宇 1 时 ,| 了 f(x)|= = 1z|3 三 地 ,由 此 对 Viyaza € (—o0, 
一 1] 或 Vxivrs € [1l, 十 0),， 有 |fCr0) 一 f(x)|= |f (||z -zl|< 
于 |z 一 zz| ,因此 f(x) = Vz 在 (一 < ,一 I 和 [1, 十 ce) 分 别 一 臻 连续 ,又 f(x) 
二 V7 在 [一 1,1] 一 致 连续 ,从 而 f(x) = Vz 在 (一 ,十 中) 一 致 连续 . 
3. 证明 :(1) 可 证 f(a 十 0)、f(5b 一 0) 存在 . 


(2)f(x) 在 (a,4b) 是 连续 的 ,下 证 f(a 十 0)、f(b 一 0) 存在 . 
因为 f(x) 有 上 界 , 故 Mi >>0,V7zE(Ca),Fz) 去 Mi. 


对 Yazyzi 芝 GE(ap) 有 xo 二 Ai 过 六; 隙 数 F(x) = fT) 一 所 ze) 在 (zip) 


Xo 
单调 增加 ,又 因为 
FD fz) Mo far) Mf) ye ,db), 
之 一 之 S i | io 


从 而 FCz) = 女官 一 7Crny 在 (6) 有 上 界 ,根据 丽 数 单 侧 极 限 的 单调 有 界 


Xo 


定理 知 ,F(b 一 0) 存在 .于 是 就 有 


lim /f(z) = 1 FC)] = EO = 0 = mm) fm) 


rad TX Xo 
即 f(5 一 0) 存在 . 同 理 可 证 f(a 十 0) 存在 ， 
(3) 提示 :利用 limy (>) 与 limf (x) 的 存在 性 ,推出 导 函 数 在 端点 的 局 部 有 
界 性 ,进而 得 到 端点 的 局 部 一 致 连续 
4. 证 明 :( 反 证 法 ) 假设 lim f(x) 了 0, 则 
3es > 0 以 及 严格 增加 的 无 穷 大 数列 {x,) ,使 得 | f(z,) | 二 so. 
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令 z= 二 ,一 [7,j; 则 0 过 x, 过 1, 即 (z,) 有 界 , 故 存在 收敛 子 列 ,为 方便 起 见 
设 { >， /收敛 县 limx， 一 zxo* 则 有 

0 一 lim(z — x0) = lim(z, — [x] — 2) = limLz, — (Lx, + zo)]. 
令 y 二 [zoj 十 Xo, 则 有 limCzs 一 y,) 二 0. 因 f(x) 在 [0, 十 22) 上 一 致 连续 , 故 
limL7Cz，) 一 jy) 王 0 又 因 对 VzE[L0， 十 ce) ,都 有 数列 极限 lim /2 十 工 ) 二 0， 
歼 lim 了 f(y) = limf([z,] 十 xo) = 0, 于 是 limf(z,) 一 lim[(f(z,) 一 f(y)) 十 
f(y,)] 二 0, 这 与 假设 矛盾 . (该 题 改 为 正 向 证 明 , 只 需 任 取 {x,) € [0, 十 co), 且 
2 ~ 十 co, 最 后 根据 Heine 定理 ). 

5. 证 明 :( 反 证 法 ) 假设 lim f(z) 关 0, 则 

3e 这 0 以 及 严格 增加 的 无 穷 大 数列 {zx,}) ,使 得 | f(x,)| 记 外 

对 上 述 es >>0,38>0,Yxziyzs €E [0, 十 0o)) 且 |xi 一 zs | 二 6, 有 | f(x) 一 


2 一 $B 一 人 


| mao 一 [他 :| 一 号 ,ywe N+. 


Fx) | 二 史 一 方面 ,因为 > 


一 [ 邓 ]| < 所 


从 而 |/([ 字 忆 ,|> He-| ra 一 Ar 有 ]| > 和 
另 一 方面 ,因为 已 知 对 Vz 二 0, 都 有 数列 极限 limf(nz) 二 0, 所 以 


lim/(| 至 :8) 二 0. 两 方面 矛盾 . 


思考 题 1.6 答案 
， ; si 2y - 
2. 答案 :(1) ,lim 国 i 03C2) im ， Np 0. 
.2 2 2 1 
3. 证 明 , 因 lim - 实 盖 = 0,1im -二 六 = lim 一 = 二, 故 极限 (1) 不 
0 rz 村 及 yz-e0 和 大 十 I—0 十 广 * 2 
存在 ; 
3 6 
| zy | kr 
| rs Xs 十 vy we 2 十 久光 ] 十 了 故 极限 (2) 不 存在 ; 
三 好 3 ey 
因 lim xy = lim 一 十 se , 故 极限 (3) 不 存在 
sn ( 3 十 yy )1 四 94712 
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4. 证 明 : 任 取 (Cz,y),(zovyo) ED， 
从 | lx) — fer yd) | | fry) — frsy) |t | f(x,y0) — foro yo) | 
过 ly 一 yy | 十 |flxyyo) 一 f(xzosyo)| 可 以 想到 
思路 ， 
因 f(x,yo) 在 x。 处 连续 , 故 Ye 二 0,36 二 0， 


当 |zx 一 zz | 过 6 时 ,有 |f(xyy0) 一 f(xoyy6) | 过 7 
当 |y = 诡 | 所 过 工时 ,有 Ly 一 为 | 过 二 


由 此 取 6 一 min{6,, 疝 一 yo | 二 6 时 ,就 有 | f(x,y) 一 


flzoyy) | 二 e. 即 f(z,y) 在 D 上 连续 . 

注 ”这 里 条 件 “V (zr,y1),(rz,ys) € D,3L 放 0, 使 得 | f(x,y) 一 f(x,y,) | 
委 工 | 一 风 |” 可 以 减弱 为 "Ye 二 0, 3 二 0,YCry) ED 有 上 且 |y 一 | 二 9 时 ， 
有 |flryy)— flrory) | e”. 


思考 题 2. 1 答案 
1. (1) 证 了 明 ; 只 需 注 意 到 


Pg ntl 1 es mt2 1 i np 1 
kK 1) re 1) ns +*(— 1 Si 
| et! 
1 十 1 7 十 2 pssm 7 十 力 < 车 即 可 证 出 . 


C2 证 阴 ; 数 列 (a,》 一 定 是 单调 递减 的 ,从 而 17122 Sari 十 Qnr 十 十 Qzn， 
又 级 数 >)a, 收敛 , 故 Ve>0,3NE Ni,Vn 这 N, 及 pp 一 n, 有 
Qi 十 Qnrfe 十 十 ar 过 六 ,进而 2nas, = e, Blim2nas, a= 


2 十] 


叉 有 0 和 有 委 (0 十 1)ass (2n las = 7 


27ja — 0， 故 lim(2n 十 Ta i 
0. 综 上 limna, 一 0 


(3) 证 明 :由 级 数 a, 与 》 ec 都 收 化 及 Cauehy 收敛 准则 , 推 知 Ye 二 0, IN 


E Ni, Vn> N,Vp EN 同时 有 一 e 过 an Tams 二 "十 ar eye cm 
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十 ee 于 二 于 gp <e a Ch Gn=12 0) ,Ve bn Tb we by 
一 < 从 而 六 也 收敛 
另外 的 证 法 : 因 级 数 了 a， D3 都 收 全 及 a 过 去 cn 二 1,2,…), 推 知 
刀 (一) 收 伍 及 六 一 < 6 一 0。 由 比较 判别 法 知 , (4 一 4) 收 全 


于 是 Vg, 党 FL, 一 Qa,) 十 av] 收敛 ， 
(4) 证 明 : 设 级 数 >,o, 的 部 分 和 函数 列 为 {S,). 注意 到 对 Ym,p E N, ,有 


| ari bri TF Gnabnts TF “anpbnip | 

一 | bn(Sni— Sa) tbrma(Ss — Sar) 二 Tbrp (St — Sourp 1) | 

一 | San Dr 一 po) 十 SC — brnta) 二 二 Sotp i Dntpt — burp) + 
brsSntp — brntiS | 和 | Sts [| Bti— bts t+| Si | 1 Be — Bs [+ -| Srpi | 
| 一 | 本 

记 王 一 | [| Brrri = Br (+) Se | | biss — bists | | Sppss | Bkpi 
-bin [ylae Bl| | So— Ss | Ba | Ss 

由 级 数 > ya 收 化 ,> (0 一 5) 绝对 收敛 ,可 以 推出 1{S,) 、{b,) 收 僵 且 有 界 ， 
从 而 

3M>>0,YVzE Ni, 有 |S， 

由 级 数 >) | 一 6 |、2a, 及 数列 {5,} 收 化 的 Cauchy 收敛 准则 推 知 ， 

Ve>0,3NENVv1 >>NvpE Ni 有 

10 一 Bw | 十 |6ws 一 Dwrs | 十 十 |6mrp 1 一 bwts | 二 el( 推 得 11 二 Me)， 

| Sw 一 S, | 二 e( 推 得 I; 过 Me)， 

12 一 bm | 二 el( 推 得 I， 二 Me)， 

于 是 ,Vm 二 N,VpE€ Ni, 有 |awiibnni 十 Qmtzbnts 十 "十 anrpbmts | 二 3MEe， 
故 级 数 > ,ap 收敛 . 

3. 仿 照例 2.1.6 中 f(x) 三 0 的 证 明 , 请 读者 用 反 证 法 自 证 之 . 

4. 证明: 对 Yu 之 a, 册 分 部 积分 法 知 ， 


<M,|b,|<M, 
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~ 


| zf' Cdr = uflu) — af (a) -| 7epdz 或 
| fn)de = uf (WW) —af(a) — | zf' Cdr 

GD) 当 | /Cadz 收 钱 时 , 因 还 有 /(x) 在 [a, + ==) 递减 ,根据 命题 1, 就 有 
lim uf (1) 一 0, 从 而 | zf’ (1) dr = lim Qf Waf (0) | fn) dr) =—af (a) 
一 | fdr,Bp| zf’ Ce)dz 收敛 . 

(2) 反之 ， 当 | zf (x) dz 收敛 时 ， 

注意 到 lim f(x) 二 0 及 f(x) 人 0,x ELa, 十 吕 ) ,根据 例 2.1.7, 有 lim uf (4w) 
=0, 从 而 | Acadz = lim (uf (0 — af (0) — | zf’ (2)dz) =— arco — 


| zf (zx) dz. 即 | f(z)dz 收敛 . 

5. 证明: 事实 上 , 当 f(z) 是 [a, 十 一 ) 上 的 西 晴 数 时 ,要 么 F(z) 是 [La ,十 ce) 上 
的 递减 消 数 ,要 么 会 存在 c > a, jz) 是 Lc, 十 ce) 上 的 (严格 ) 递增 函数 .事实 上 

如 果 f(zx) 是 [a, 十 se) 上 的 递减 函数 , 则 证 毕 . 

如 果 f(x) 不 是 Le, 十 se) 上 的 递减 函数 , 则 35,c € La, 十) ,6 二 c, 使 得 
fb) < fe). 

任 取 Zi € Lc, 十 ce), 且 zi < 二 2 ; 则 由 凸 旺 数 定义 得 : 

A < Cs， 即 


f(z) 是 [ce, 十 oO)(c 之 a) 上 的 (严格 ) 递增 函数 . 
又 | flz)dzr 收敛 ,根据 例 2.1.6, 就 有 lim zf (7) = 一 0， 


思考 题 2. 2 答案 

1. 证 法 一 (用 一 致 收敛 定义 的 否定 叙述 ) 

首先 Vz € [0,l],limnr (1— zx)"=0. 

再 由 伯 努 利 不 等 式 知 ,YnE N,VxE€E[0,1],|f,(x)— f(x) |= nz (1 — zx)” 


宇 77(1 = 
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于 是 习 癌 =- 本 ,YNE N39n S ,Ia = ,有 


2n0" 
[fo (Czo) — flxo) | nro(l— mr) = 了 一 go， 


故 函 数列 fr (1 一 xz)") 在 [0,.1] 非 一 致 收敛 . 
证 法 二 (用 确 界 形式 ) 
因 | 户 (z) 一 xz) 三 和 (1 一 z)" ,可 以 利用 导数 具体 求 出 连续 函数 g(x) = 


nr (1 一 xz)" 在 L0,1] 的 最 大 值 (n 暂时 固定 ) 为 (1 一 一) ,于 是 


mt1 


| = 二. 


lim sup | 六 Cz) 一 rz)| = lim (1 一 
nec rE[O.I 二 过 
或 者 ,借助 于 | fx) 一 fz)|= nr (一 xXx)"” 宇 nz(1 一 hr), 估计 


l | 1 1 1 
S 一 天 (| 之 § 一 nea" (dn 
Sup | f. (2) 大 (>z) | 之 ,Sup nz (1 四 之 (1—n 37) 1 


故 函数 列 {nr (1 一 zx)") 在 [0,1] 非 一 致 收敛. 
2. 证 明 :(1) 令 f(z) 一 人 ,I 本 [0， 十 cc),g(u) = Ud E€ (0, 十 cc). 


(2) 令 f(z) = i E [0, 十 co)(CFo) = lim = 1),g(u) =u ,u € 


-0 


(0, 十 ce )， 


G3) 上 | u “ulnudx =| e lntdz 令 


f(x) 一 erE[L0, 十 co),g(Cu) = ulnuu E (1 十 ceo). 


wa 


CD - 站 zdz=| 让 b a i 
0 一 1 十 人 Qa) 12 
一 豆 


f(x) = 


,x € [0, 十 00),g(u) = th E (a.b), limg(u) = 0， 


1 
1 x 0 一 


-= 


limg(u) 一 十 =c， 


ue 


3. 仿 照例 2. 2.6 证 之 . 


思考 题 2. 3 答案 
1. 证 明 : 类 似 于 例 2.3.5, 其 证 明 关 键 在 于 
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mp tp rtp 
| >») ui (Xx) | 会 | >， [u(x) CO— u(xo)j+ >， Wl 6) | 
=mt1l k= ;r+tl k=#+1 
n+p tp mtp "pp 
= 2 w(ta)—wmtadlt | Dutay|s GG—0 2 M+| 2 wut)|. 
k= 十 1 k=n+] 


一 fl 大 一 r 呈 1 


2. 证 明 ,因为 Y wii(z) 的 部 分 和 函数 列 {B,(z)} 在 [a, 妇 一 致 有 界 , 故 
My>>0,V7 EN, VE [a,6], 有 | Fan | M, 


tp 
D(z) | 过 2M. 对 Ve 记 0, 将 闭 区 间 [a,6]T 


进而 对 VPzEN ,VDpEN， 


等 分 :a = 0 Ai TT IF 三 b, 使 得 2 地 < € 因为 > xn(z) 在 
mn 一 1 


[a 收复, 故 对 上 述 Ye 守 0, 3NEN4i,Vn>>N,VpEN;,i=1,2,.%,T—1 


ntp 


2 ulz) |<e. 


k=nt! 


注意 到 VY x € [a,bj], 存 在 [x; 1,7z;j,1 牵 i 之 T, 使 得 x € [x; 1,x;j, 于 是 
Ve>>0,JNE Ni,Yn>N,YpE Ni,Yx € [a,b],; 有 


有 


mtp n+p mtp 
| p> ur (x) | 一 | 为) [wu (x) 一 wz)] 十 2 Ur (Xi) | 
大 一 PH 太一 1 十 1 炎 三 wil 


ntp np 
一 | MA (CE ) (XC— Xi;) 十 > u(x) | 


k=nt1 k= 


从 


ntp 7r 十 户 
| > i(k.) | |z 一 zi| 十 | >， w(x) | 
一 7 十 1 才 一 AH 上 


< 2Me +e = (2M+ 1)e. 


即 wx) 在 [a 人 一 致 收敛 . 
ne 

3. 证 明 : 因 为 Yn € Ni ,函数 (zx) 在 区 间 工 有 界 , 故 习 M, 二 0, 对 VzrET， 
有 |x(Cz)| 过 M,. 

因为 函数 列 {u, C(x)) 在 区 间 工 一 致 收敛 ,根据 Cauchy 一 致 收敛 准则 ， 

对 于 e= 二 1,3NE NisVnm 宇 N,VYr El 有 |w (rx) mu,(r)|< 1. 
取 定 mm 二 NN, 则 对 Yn 宇 N,Yx E11, 有 |u,(x) 一 uv(x) | 二 1, 进而 
[uz)|= | Cx) — uy Cr) + ur) | | lr) ur(r) | [uy(x)|<1+M,. 
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取 M 王 max(M AM Mi +TMN 则 VE NiVyzET， wz) |< 
M, 即 {u(xz)} 在 区 间 工 一 致 有 界 . 

4. 证 明 : 由 条 件 可 推 知 f(x) 在 La,4bj] 连续 ,由 闭 区 间 连 续 函 数 的 有 界 性 及 第 3 
题 结论 推 知 {u,(x)} 在 区 间 La,bj 一致 有 界 及 f(x) 在 La,b] 有 界 , 从 而 3M 二 0， 
VnE€E N,Vr ELabj, 同 时 有 |f,(x)| 过 M 和 | f(x) 达 M. 由 g(x) 在 (一 ， 
十 sc) ,连续 , 推 知 g(x) 在 [一 M,M]j 一 致 连续 , 即 Ye 二 0,360,Yx,y€ [一 M， 


青 由 {f, (Xx)}) 在 [a,6]j 一 致 收敛 于 f(x) 推 知 对 上 述 6 二 0,3NE NE V7 
N,VzxE€E La,bj, 有 |f.(x) 一 f(x)| 过 56, 进 而 |gLf,(x)j 一 gLf(x)j]| 二 e, 故 
{g[f,(zx)j]) 在 La,o] 一致 收敛 于 g[Lf(z)]. 

5. 证 明 : 由 第 3 题 结论 和 条 件 (1) 知 , 函 数列 {u(x)) 在 区 间 工 一 致 有 界 ,同时 ， 


> |v,(z) | 的 部 分 和 函数 列 在 区 间 工 一 致 有 界 , 于 是 ， 
3M 二 0,YVnE€ N,VYx EE€1, 同 时 有 |u,(z) |<M 和 3 | wz) | 过 M. 


因为 函数 列 {u,《x)} 在 区 间 工 一 致 收敛 以 及 > ,ww(z) 在 区 间 工 一 致 收敛, 于 


是 ,Ve 盖 0,3NE Ni,Vn>>N,VpPE Ni:,VYrE 1 ,同时 有 


n+ 
ai) a) | 和 | > vr (ZI) | Es 


mtp n+p mp 
从 而 ， > Ur (XU I) | = | > UCT)O CF) 一 3 Un(XTIVE(T) 十 3 Un (XT) UL) 
天 一 好 1 太一 7 中 1 k= #1 中 二 #11 


:+ 
所 3 [vw Cx) | | ui (x) — UU, (x) | 十 |u, Cx) | | > | 


让 号 | 生生 让 2ME ， 即 忆 vv (TX)v,(X) 在 区 间 工 一 致 收敛 . 


k=mt!1 


思考 题 2.4 答案 


xin(l — zx), ep ee i 


所 
1. 答案 :(1)SCz) 一 i ; 


Lh | 
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xz 十 2 
(2)5(7) = yr 


2. 证 明 : 由 已 知 条 件 知 , Vx € (一 oo, 十 co0), fz) 一 > 王 伞 Sa 


nl 


n=0 


要 证 f(x) 二 0,YrxE€ (一 co, 十 ceo), 只 需 证 VE Nm(0) 一 0. 
由 YnEN,, 有 7 二 ) 二 0 及 f(x) 在 0 点 连续 推 知 ,f(0) = lm 一) 一 0. 


由 7 二 ) = f(r) 二 0 及 Rolle 定 理 知 , 3& E (二 ,于 ) ,使得 (8,) 三 
0.5 一 0(n 一 0), 由 (xz) 在 0 点 连续 推 知 ,f(0) = lim (6 ) 三 心 

由 广 (6) == 扩 (6&4) 二 0 及 Rolle 定 理 知 ,jm € (6 ,8m) ,使 得 (1,) = 0. 

由 产 (z) 在 0 点 连续 推 知 ,/(0) = lim (7 ) 一 0 

由 此 下 去 ,可 知 Yn€ Ni ,大 ”(0) = 0 


思考 题 3. 1 答案 
1. 证 明 : 只 需 证 明 f(z) 在 Le ,Oo 的 内 部 取得 最 大 值 . 最 小 值 之 一 . 不妨 设 f(4) 二 
0, 太 (0 过 0,f(a) 过 0, 则 由 极限 保 号 性 知 , 3c E (a,05) ,使 得 f(c) 二 f(b) 二 0， 
而 同时 f(c) > f(a), 故 f(x) 在 [a,b] 的 内 部 取得 最 大 值 . 
2. 证 明 : 设 实数 上 满足 等 式 
fla) | flo) f(0) 


(a—la—e) (ce 一 Je 一 oa (OG—ab—e) 


往 证 &= 产 (&) ,为 此 构造 函数 Fr) = Fa)(Cz 一 c) 十 Fo 一 z) 十 FGz)(Cc 


三: 灶 
Ce 7k? 


一 A) = Tha KIA NE); 
则 F(a) = F(c) = 二 F(b) 一 0, 用 两 次 Rolle 定理 可 推 得 结果 . 
4. 证明 :(1) 将 f(5),f(a) 分 别 在 4 处 展开 , 相 加 . 


(2) 将 Fo) ,f(a) 分 别 在 4 处 展开 , 相 减 . 


(3) 将 /4 


分别 在 a,6 处 展开 , 相 加 . 


[Se] 


(4) 将 了 (所 2 分别 在 a,6 处 展开 , 相 减 
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5. 证 明 : 将 f(z 十 h),f(x 一 h) 在 x 处 展开 (其 中 文 E€ R,h 守 0): 


f(z+i+h) = f(z) f(r)h+ Ff Sh ,fr h) = f(x) 一 fF (zx)h+ 


记 了 (名) 所， 两 式 相 减 :f(z ee 2f° Cn)h+ 3 8) — fh, 
进而 


f(z) = A [Lf(&) = FY hs 


上 二 Rs A AGI 


2h 
于 Mo， VzER， Vh 之 0. 再 由 -全 十 Meh > = VM Ms= | f(x) | VM MY, 
Vr € R=>M’ <2M,M,. 


6. 证 明 : rp ee 二 元 作为 介 于 0， 1 之 间 的 数 ， 在 区 间 [0, 二 Te 


十 mz mi 十 ms 


分 别 应 用 Lagrange 刷 值 定理 可 得 到 结 吉 论 ; 


7721 
m1 ms 


(2) 作为 介 于 f(0),f(1) 之 间 的 数 ,3c E (0,1), 使 得 f(c) = 


二 -在 区 间 [0,c],[e,1] 分 别 应 用 Lagrange 中 值 定理 可 得 到 结 


7121 


思考 题 3. 2 答案 
5. 证 明 : 必 要 性 ”函数 f(z) 在 区 间 工 一 致 可 微 , 即 函数 f(x) 在 区 间 工 可 微 ， 


Ye ta 0 Viy Ee TO |r = 有 | LDL fn 


关 。 


E 


三 ， [2 二 7 poy| < 过 于 是 Yzsy € 1,0 之 |z 一 名 | 志 8S， 有 


2 下 二 沁 


[f(z)—f (|< 


-L010 + L010 pon| < eo, 
Re 菏 一 水 
f(z) 在 区 间 了 一致 连续 . 

充分 性 ”了 (xz) 在 区 间 1 一 致 连续 , 即 Ye 守 0, 6 这 0,Vzx,y€E1,|zx 一 y| 一 
6, 有 | 了 (rz) 一 f(y)|< 二 e,; 于 是 Yrx,y€1,0 二 |x 一 y| 二 5, 有 
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即 函 数 A(x) 在 区 间 了 一 致 可 微 . 


思考 题 3.3 答案 
ae st npn be 
> (1 十 a 六 ,其 中 a 二 ek 再 取 自然 对 数 有 二 In(1 寺 a ) > Fin + en), ,于 是 


问题 归结 为 往 证 函数 fi) 一 二 In(1 + w) 在 (0, 十 ==) 上 严格 减少 . 


ta‘lna — (1 十 a'‘)ln(l1 十 a') ne: 一 人 十 你 )lnC1 十 wa ) 
肆 (1 十 c) 肆 (] 十 a0) 


由 于 alna:< (1+TaD)ln(1l+aa 三 1 二 0), 故 大) 一 0， 


而 广 (0) 一 


加 针 1 4 [as b 
人 > (人 (> 全 
4+ DIn(FHT+; vln( 攻 ) 
sin( pF 
Wa 


3. 解 : ODF) = iz 二 +130 < 时 (2 0 时 f(x) >0, 
ee 
当 5>4a> 二 及 0 过 ba 一声 时 ,有 blnb > alna 或 多 人 


四 当 zE (0, 十 20) 时 ,了 (zx) = 二 之 0,f(z) = zlnz 为 (0,+co) 上 的 ( 严 
格 ) 是 函数 ,从 而 任意 a,b 守 0, 任 意 %E (0,1), 有 (Ga 十 (1 一 人 )p)lnGa 十 (1 一 1)D) 


过 Xalna 十 (1 一 Inb. 当 取 X 一 去 ,' 且 4 闫 5 时 ,就 有 2 地 In < 


tb 
或 ( ) < wht, 
思考 题 3.4 答案 


1. 答案 :( 关 ) + ( 续 ) = 0， 
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2. 管 案 :全 < 十 二 < 一 0 


Qu” Au” 


2 之 ] 9°z 
3. 答 案 :5 十 rr aF FF BF 


6 :dz = d 

5. 答案 过 王立 2 ri 

EN 
ax gu 一 zy 9y 9 下 一 zy 97 9 下 一 zy 9y 

3w 二 y 


一 人 
9z vw — xy 


思考 题 4.1 答案 


2. 答案 : 了 sec’ ztanz 十 总 secztanz 十 ln | secz 十 tanz | 十 C 


3. 解 : 采用 特殊 介 点 法 求 | 9 Sen 2h > 0), | 本 一 加 DD Av, 


| a bo: 


m—l m1 
有 (711 一 1)xer wk | a 
0 下 让 (二 1,2,…,n), 则 有 
1 
《74 一 1) zx 1 ”1 一 ] 人 
TE (二 Xs 
人 和 Tk-l 二 十 2 硬 
6 3 2 Cn 
dz jim 5 (x 二 Tre 二 十 XO ) (XO— Xi) 
a x” Tl» (mCO— 1) x we 
| 1 «一 , 1 守 J 1 
| Him ， RE 3 Tl = lim rr >， ( -= ) 
-~ ET 和 1 1 =O 772 f= “Tel Tk 


1 
i 


4. 答案 :(1) 2) Se t (arctane” 一 arctane 7 ). 


思考 题 4. 2 答案 
1. 证明 : 因 f(z) 为 [a,6] 上 的 西 函 数 , 对 f(x) 在 | <,2 


“| 和 | “二 2, 分别 
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应 用 Hadamard 不 等 式 得 ; 


过 Ha) + f(t) 

f(a < 二 |. f(x)dr 过 5 . 
和 六 CO) + (3S) 
me el 2 | 


两 式 对 应 相 加 整理 得 到 要 证 不 等 式 . 

2. 证 明 ， 当 | gr Cn dz 二 0 时 ,由 例 4.1.16 可 知 ,g(x) = 0,z € [a,6], 此 时 结 
论 成 立 . 

当 | eczydz > 0 时 ,对 YAER, 有 

0 | ( | fw 一 天 | g(z)) dz 一 A | gC)de 二 | | F(zYECx) | dz 
FG)dz, 故 判别 式 A 过 0, 由 此 整理 即 得 要 证 不 等 式 . 


3. 证 阴 : 令 F(x) = (| rod) 一 | (tdt,x € [0,1],F(0) = 二 0, 只 需 证 
F(x) 在 [0,1] 递增 . 
FC) = fon [2 far— Fn. 


令 G(x) = ?| fd — fz E [0o,1], 则 Go) = 0,G’(x) = 2f(x)[1 一 


扩 (x)], 由 已 知 条 件 可 推 知 ,在 [0,1] 上 有 f(x) 宇 0,G'(x) 宇 0, 进 而 G(x) 宇 
所 (rx) 宇 0, 故 F(x) 在 [0,1] 递增 . 


4. 证 明 ; 令 F(x) 一 m| god 十 M| gCDde, 则 F(x) 在 [a,6] 连续 ;县 
F(a) = M| scz)dz,FCO) m| gC)dr. 

又 m| gn) dz 去 | reopgcodz 雪 M| gcz)dz， 由 介 值 性 定理 知 ， 

3é€ La, 人], 使 得 | 7Cz)gCz)dz 一 下 (6 = m| scz)dz 二 Mecz)dz 


同 理 可 证 jw E [La, 杂 , 使 得 | 7Cz)gCz)dz = M| gCz)dz 十 m| gz)dz. 
a a 7 
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5. 证明: 不 妨 设 函数 f(x) 为 Le,o 上 的 递减 琐 数 , 则 
mm 一 inf f(z) = f(b),M = sup f(z) = f(a) 
代入 到 上 题 结论 即 得 本 题 结果 . 当 f(x) 为 La,6b] 上 的 递增 函数 时 同 理 可 证 ， 
思考 题 4.3 答案 
1i,. 答案 :1 万 = 0;(2)1; = 0. 


2 
2. 答案 : 一己: 


沽 地 
4. (1) 答案 :I 15: 
(2) 答案 : 邻 X= 二 uy 一 z= 二 V2v,z = 二 w, | |=V2.1=0. 
_ 对 pc 
(2) 在 变换 了 一 atiy 一 bz 一 co | | 二 27abecu*viw’ 下 ,所 围 区 域 为 ， 


z 十 育 十 认 委 1,V 一 1 dzdydz = 下 27abcu vw dudvdw. 再 做 球面 坐 
ni 


2 2 2 
Ww 十 六 十 Ww 去 1 


标 变 换 wx 王 rsingcos0,v 一 rsinpsing,r 一 rcosp，| | 二 rsing. 


6. 证 明 ; 对 作 TCD) = 如 f(z 十 六 十 2)dzxdydz 球面 坐标 变换 


Ty + Sr 


T= rsingcosO'y = rsingsinb,z = rcosgp, 则 0 委 7 委 10 委 0 委 2r0 委 Ps 委 T 
1(1) = | ol dz| f(r )r singdr = 4x| fr )r singdr 
0 0 0 0 


对 二 重 积分 J (1) = | (2 十 风 )Fz 十 y)dxrdy 作 极 坐标 变换 


并 一 rcosg,y 三 rsin0, 则 0 委 ”- 受 1,0 志 0 过 2r 


1 = | dg| ferar = 2r| fOr dr 


/ 3 je 

了 (zt)JC 一 TCD (#) 2 

于 是 ,对 于 :> 0， A EO a ES 
是 ,对 于 上 之 0,8 (2) [TF [J 


二 0, 故 g(1) 是 (0, 十 sc=) 严格 单调 函数 . 
思考 题 4.4 答案 


Lb; 答案 :4ra( 地 a 1 


a 


6 


. 答案 : 


:CT Y) -== 


:1 = 2x. 
:A = 2x. 


V 十 于 芋 


» 
:zyyyz) 一 arctan 二 一 二 十 C， 
人 EY 


T= 2rxb(Va’ + mb). 


思考 题 4. 5 答案 


1. 


0 


答案 : 


. 答案 : 


. 答案 : 
.答案 : 


. 答案 : 


二 征 因 和 
到 下 


2 
I = (a + b+te). 


了 一 1. 
I = xRr’. 


I= 记 lallble. 


2]17 
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